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INTRODUCTION 



Le théorème fondamental de l'Arithmétique factorise tout nombre entier en 
produit de nombres premiers. En théorie des groupes, le théorème de Jordan- 
Hôlder dévisse de nombreux groupes par leurs suites normales qui se raffinent 
en suites de composition. Le dernier théorème du chapitre 7 final de cette thèse 
dissocie toute extension de corps de degré fini par ses "tours d'élévation" qui se 
raffinent en "tours de composition". 

Le thème central de ce travail est donc celui de la dissociation des extensions 
de corps. Nous prouvons que cette dissociation joue pour les extensions finies un 
rôle analogue à celui de la factorisation pour les entiers. 

Détaillons maintenant ce point de vue. Pour les groupes, on connaît les deux 
célèbres théorèmes suivants : 

Théorème de Schreier Deux suites normales d'un même groupe admettent 
des raffinements équivalents. 

Théorème de Jordan-Hôlder Soit G un groupe admettant une suite de 
composition. 

(1) Toute suite normale stricte de G admet un raffinement qui est une suite de 
composition de G. 

(2) Deux suites de composition de G sont équivalentes. 

La problématique, le questionnement de cette thèse est de se demander s'il 
existe pour les extensions de corps des analogues à ces deux profonds théorèmes 
qui révèlent la structure des groupes. 

Et dans l'affirmative, peut-on obtenir ces analogues à l'instar de la théorie des 
groupes, c'est à dire de manière intrinsèque, en restant à l'intérieur des extensions 
considérées, par opposition à une approche extrinsèque faisant intervenir leurs 
clôtures galoisiennes ? Notre démarche se veut en effet effective, calculatoire, ce 
qui exclut de procéder via les clôtures galoisiennes, beaucoup trop grandes voire 
inconnues en général. 

Les extensions non galoisiennes peuvent être considérées comme chaotiques. 
Est-il possible "d'approximer" les extensions algébriques par exemple, ou tout au 
moins certaines d'entre elles, par les extensions galoisiennes ? Peut-on dissocier 
ces extensions par leurs corps intermédiaires de façon à constituer une tour qui 
comporte le plus grand nombre possible de "marches galoisiennes" ? 
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Dans |28| . Massy a introduit la notion de parallélogramme galoisien qui gé- 
néralise celle d'extension galoisienne. Cependant, le théorème final ne s'énonce 
qu'en degrés finis. Pour ne pas limiter notre analogue du théorème de Schreier 
aux extensions finies, il a fallu, de manière déterminante, utiliser certaines pro- 
priétés des parallélogrammes galoisiens infinis. Leur étude est justement l'objet 
du chapitre 1, où nous présentons une théorie de Galois infinie en dimension 2 gé- 
néralisant aux parallélogrammes de degré quelconque le théorème de Krull pour 
les extensions galoisiennes infinies. 

Dès le chapitre 2, nous sommes amenés à définir précisément ce que sont les 
tours de corps, les marches d'une tour de corps, les tours galoisiennes : 
Soit L/K une extension de corps. Une "tour (F) de L/K" est une suite finie 
croissante {-Fj}o<î<m de corps intermédiaires entre K et L, telle que Fq = K et 
Fm = L : 

(F) = Fo < Fi < ■ ■ ■ < F, < Fi+i < ■ ■ • < F„ = L. 

Nous disons que les extensions Fj+i/Fj (z = 0,...,m — 1) sont les "marches" de la 
tour (F). Nous appelons "tour galoisienne de L/K" une tour de L/K dont toutes 
les marches sont galoisiennes. En reprenant le symbole de théorie des groupes 
exprimant le fait d'être "normal dans", nous écrirons les tours galoisiennes 

(F) K = Fo < Fi < ■ ■ ■ < F, < F,+i < ■ ■ ■ < F^ = L. 

Le but du chapitre 2 est d'introduire une généralisation de la notion d'exten- 
sion galoisienne : celle d'extension galtourable. Il existe des extensions qui ne 
peuvent se dissocier en une tour galoisienne : mis à part les extensions non galoi- 
siennes de degré premier, c'est le cas par exemple pour Q(v^)/Q. Nous appelons 
"extension galtourable" une extension qui admet une tour galoisienne. Toute ex- 
tension galoisienne est évidemment galtourable, la réciproque étant fausse. La 
classe des extensions galtourables contient donc strictement celle des extensions 
galoisiennes. Cependant nous parvenons à étendre aux extensions galtourables 
les propriétés essentielles de la théorie de Galois générale classique. Par exemple : 

Soient K/ J et L/ J deux extensions algébriques. Sous la seule condition que K 
et L soient contenus dans un même corps, on a l'implication 

{L/ J galtourable) =^ {KL/ K galtourable) . 

De même, tout compositum d'extensions galtourables est galtourable. Précisé- 
ment : 

Quelles que soient les extensions galtourables K/J et L/J dont les sommets 
sont contenus dans un même corps, l'extension compositum KL/ J est galtourable. 

Quand on empile deux extensions galoisiennes, on obtient une extension gal- 
tourable non nécessairement galoisienne en général. La situation est différente 
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avec les extensions galtourables. Précisément : 

Pour toute tour K < L < M, avoir L/ K galtourable et M/ L galtourable im- 
plique que M/K est galtourable. 

Mentionnons que les extensions galtourables constituent une "généralisation 
maximale" des extensions galoisiennes : une extension admettant une tour gal- 
tourable est encore une extension galtourable. 

Le chapitre 3, très technique, est nécessaire pour parvenir à des démonstrations 
rigoureuses dans la suite. Xous y introduisons, par analogie avec la théorie des 
groupes, la notion de raffinement de tour de corps : 
Soient L/K une extension algébrique, et 

(F) = Fo < Fi < • • • < F, < Fi+i < • • • < F„ = L 

une tour de L/K. 

(1) Nous appelons "raffinement de (F)" toute tour 

(F) K = EQ<Ei<---<Ej< Ej+i < • • • < F„ = L 
de L/K vérifiant les deux conditions suivantes : 
(RAFl) m<n . 

(RAF2) Il existe une suite finie d'indices 
0<jo<ji<---<jm<n 

telle que 

Vie{0,...,m} Fi = Ej^. 

(2) Nous appelons "raffinement propre de (F)" tout raffinement (F) de (F) qui 
vérifie la condition supplémentaire 

(RAF3) 3j e {1, . . . , n - 1} Vi G {0, . . . , m} Ej ^ Fi . 

(3) Nous disons que (F) est un "raffinement strict" de (F) si et seulement si c'est 
une tour stricte. 

(4) Nous disons que (F) est un "raffinement trivial" de (F) si et seulement si 
c'est un raffinement de (F) non propre, autrement dit qui vérifie comme condition 
supplémentaire la négation de (RAF3) précédente, i.e. 

(RAFT) Vj e {1, . . . , n - 1} 3ie{0,...,m} Ej = Fi . 

(5) Nous disons que (F) est un "raffinement galoisien" de (F) si et seulement si 
c'est un raffinement de (F) qui vérifie la condition supplémentaire 

(RAFG) Vj e {1, . . . , n - 1} (Vi e {0, . . . , m} Ej ^ Fi) =^ F^_i < Ej . 

Nous démontrons en particulier qu'un raffinement galoisien d'une tour galoi- 
sienne est encore une tour galoisienne (d'où la terminologie). 
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Le chapitre 4 énonce les premiers théorèmes de dissociation. Nous définissons 
tout d'abord les tours de composition galoisiennes et l'équivalence de deux tours 
galoisiennes : 

Soient L/K une extension galtourable et 

(F) K^F^<---<Fi<---<F^^L 
une tour galoisienne de L/K. 

(1) Nous disons que (F) est "une tour de composition galoisienne de L/K" si et 
seulement si elle est stricte et n'admet aucun raffinement galoisien propre. 

(2) Soit 

{E) K ^ Eo<---<Ej<---<En^L 

une autre tour galoisienne de L/K. Nous disons que {E) et {F) sont "équiva- 
lentes", et nous notons (E) (F), si et seulement si elles ont même nombre de 
marches : m = n, et si, à permutation près, les groupes de Galois de ces marches 
sont isomorphes (topologiquement en degrés infinis) : 

3a e Sm Vi e {1, . . . , m = n} Gal{Fi/Fi_i) Gal{E^(^)/ E„{i)_i) . 

Avec ces définitions, nous énonçons et prouvons les analogues suivants, pour 
les extensions galtourables, des théorèmes de Schreier et de Jordan-Hôlder : 

Théorème. (1'^'^ théorème de dissociation) 

Si L/K est une extension galtourable, deux tours galoisiennes de L/K admettent 
des raffinements équivalents. 

Scholie. L'extension L/K peut être ici de degré infini. 

Théorème. (^3^™« théorème de dissociation) 
Soit L/K une extension galtourable de degré fini. 

(1) Toute tour stricte de L/K admet un raffinement galoisien qui est une tour 
de composition galoisienne de L/K. 

(2) Deux tours de composition galoisiennes de L/K sont équivalentes. 

Le deuxième théorème de dissociation fournit une caractérisation des exten- 
sions admettant une tour de composition galoisienne. On sait qu'un groupe ad- 
met une suite de composition si et seulement s'il satisfait la condition de chaîne 
normale ; c'est en particulier le cas des groupes finis. Voici la version galoisienne 
de ce résultat : 

Théorème. /2^'^^ théorème de dissociation) 

Une extension de corps admet une tour de composition galoisienne si et seulement 
si elle est galtourable de degré fini. 

Un autre parallèle avec les groupes est fourni par la notion de "galsimplicité". 
En terme de dissociation, les extensions galsimples jouent le rôle des groupes 
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simples en théorie des groupes. Nous appelons "extension galsimple" une exten- 
sion L/K non triviale n'admettant aucune extension quotient galoisienne propre : 



On sait que pour qu'une suite normale de groupes soit de composition, il faut 
et il suffit que chacun de ses facteurs soit simple. Voici la version galoisienne de 
ce résultat : 

Soit L/K une extension galtourable quelconque. Pour qu'une tour galoisienne 
de L/K soit de composition, il faut et il suffit que chacune de ses marches soit 
galsimple. 

Le chapitre 5 est essentiellement constitué d'exemples des notions précédentes. 
Il comporte également quelques propriétés des extensions galsimples qui nous 
sont utiles dans les deux derniers chapitres. 

Le coeur du chapitre 6 est le "théorème M", dû à Richard Massy. Celui-ci 
montre qu'à toute extension finie est attachée un invariant, son "corps d'intou- 
rabilité", au-delà duquel l'extension n'est plus galtourable : 

Théorème. (^4^™^ théorème de dissociation) 

Pour toute extension finie L/K , il existe un corps intermédiaire M et un seul 
entre K et L, vérifiant à la fois les deux propriétés suivantes : 

(1) L 'extension M/ K est galtourable ; 

(2) La sous- extension L/M est soit triviale, soit galsimple non galoisienne. 

Nous mettons en évidence le rôle central du corps d'intourabilité, noté M{L/K), 
en prouvant deux maximalités : pour une relation d'ordre canonique, l'extension 
M{L/K)/K (resp. L/M{L/K)) se réalise comme l'extension quotient galtou- 
rable (resp. la sous-extension galsimple non galoisienne) maximale de L/K. Nous 
achevons le chapitre 6 en exhibant une large classe d'exemples de ce corps d'in- 
tourabilité en termes de corps cyclotomiques. 

Le chapitre 7 final est l'aboutissement des précédents. Nous y introduisons, 
grâce au corps d'intourabilité, la notion de "tour d'élévation" associée à une tour 
de corps : elle fait correspondre canoniqnement à toute tour de L/K une tour 
galtourable de l'extension quotient galtourable maximale M{L/K)/K de L/K. 
Nous avons noté horizontalement F < E une extension galoisienne E/F ; notons 
F ^ E lorsque E/F n'est que galtourable. Ceci permet d'écrire les tours d'éléva- 
tion de M{L/K)/K : 

Soit L/K une extension finie quelconque. Toute tour 



{L/K galsimple) 



Déf. 




(F) 



K ^Fo<F^<-- - <Fi<--- <Fm^L 
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de L/K induit une tour galtourable constituée des corps d'intourabilité sur K de 
chacun des corps de (F) : 

K^Mq-.^ M{Fo/K) ^ Ml := M{Fi/K) ^ • • • ^ := M{Fi/K) ^ . . . 

• • • ^ := M{FJK) = M{L/K) . 

Nous l'appelons "tour d'élévation de M(L/ K)y K associée à (F)" 

Les tours d'élévation de l'extension L/K elle-même s'obtiennent comme "tours 
induites" des tours d'élévation de M{L/K)/'K. Précisément : 
Soient M un corps d'intermédiaire entre K et L : K < M < L, et 

(E) K ^ Eq<Ei<--- <Em = M 

une tour de M/ K. Nous appelons "tour de L/K induite par (£')", et nous notons 

m — L) , 

la tour de L/ K définie de la façon suivante 

{{E) -.L) :=| K^^Eo<E,<---<E, 

Soient L/K une extension finie et (F) une tour quelconque de L/K. Nous 
appelons "tour d'élévation de L/K associée à {F)" la tour de L/K induite par la 
tour d'élévation associée à {F) de l'extension quotient galtourable maximale de 
M{L/K)/K de L/K. 

Ceci nous permet de définir des tours de compositions non nécessairement ga- 
loisiennes : 

Soit L/K une extension finie quelconque. Nous appelons "tour de composition 
de L/K" toute tour d'élévation de L/K stricte qui n'admet aucun raffinement 
galoisien propre. 

Une caractérisation de ces tours de composition est la suivante : 
Soient L/K une extension finie et 

(c) X = Co < • • • < a < • • • < = L 

une tour de L/K. On a l'équivalence : 

(C) est une tour de composition si et seulement si elle est induite par une tour 
de composition galoisienne de l'extension quotient galtourable maximale de L/K. 

Nous n'avons jusqu'ici défini l'équivalence de deux tours d'une même extension 
que lorsque ces tours sont galoisiennes. La définition ci-après de l'équivalence de 
deux tours induites implique en particulier celle de l'équivalence de deux tours 
de composition non galoisiennes : 

Soient L/K une extension finie quelconque, (T) et (T') deux tours galoisiennes 
de l'extension quotient galtourable maximale M{L/K)yK de L/K. Nous disons 



si M = L 
<L siM j^L 
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que les tours induites de L/K par (T) et (T') sont équivalentes si et seulement 
si les tours galoisiennes (T) et {T') le sont au sens du chapitre 4 : 

((T) — > L) ~ {{T') L) ^ (T) ~ {T') . 

Ceci pour aboutir enfin à la généralisation aux extensions finies quelconques des 
théorèmes de dissociation obtenus au chapitre 4 pour des extensions galtourables : 

Théorème. ^5^™^ théorème de dissociation) 

Deux tours d'élévation d'une même extension finie quelconque admettent des raf- 
finements galoisiens qui sont des tours d'élévation équivalentes de cette extension. 

Théorème. ^Q^"^^ théorème de dissociation) 
Soit L/K une extension finie quelconque. 

(1) Toute tour d'élévation stricte de L/K admet un raffinement galoisien qui est 
une tour de composition de L/K. 

(2) Deux tours de composition de L/K sont équivalentes. 



Chapitre 1 

PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINIS 

1. Introduction 

Dans [28], Massy a introduit la notion de parallélogramme galoisien qui gé- 
néralise celle d'extension galoisienne. Cependant, le théorème final se limite au 
degré fini. Une application est fournie dans [29j. Le but de ce premier chapitre est 
d'étendre les résultats de |28| aux parallélogrammes de degré infini. Nous met- 
tons en évidence section 5 une théorie générale des parallélogrammes galoisiens 
de nature essentiellement algébrique. Les topologies de Krull sur les groupes de 
Galois des extensions constituant ces parallélogrammes n'interviennent que dans 
la section 6. Nous y présentons une théorie de Galois infinie en dimension 2 gé- 
néralisant aux parallélogrammes de degré quelconque le théorème de Krull pour 
les extensions galoisiennes infinies. Cette théorie sera appliquée aux chapitres 3 
et 4 pour développer en toute généralité une notion de "raffinement de tours 
galoisiennes" jouant pour les extensions galoisiennes un rôle analogue à celui du 
raffinement des suites normales de groupes. 

2. Définitions 

Plusieurs des démonstrations de [28j ne nécessitent pas que les sous-groupes 
considérés soient normaux, autrement dit que les extensions quotients (cf. infra) 
soient galoisiennes : voir en particulier la section 5 pour de nouveaux résultats 
n'utilisant pas la normalité. Ceci justifie que l'on introduise la notion de quadri- 
latère corporel suivante qui généralise celle de parallélogramme galoisien. 

Définition 2.1. Nous appelons "quadrilatère corporel" (ou "quadrilatère" en 
abrégé) tout quadruplet de corps ( J, N, L) dans lequel : 

(Qo) K et L sont contenus dans un même corps ; 

(Qi) KnL = J; 

iQ2) KL = N. 

Le quadrilatère ^{J, K, N, L) = {J, L, N, K) sera dit "transposé" de {J, K, N, L). 
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La définition suivante figure dans la section 3 de |28| pour des extensions 
galoisiennes qui justifient la terminologie. 

Définition 2.2. (1) Soit E/F une extension algébrique. Nous appelons "sous- 
extension" (resp. "extension quotient") de E/F toute extension E/M (resp. 
M /F) où M est un corps intermédiaire : F Ç M Ç E. 

(2) Soit ( J, K, N, L) un quadrilatère corporel. Nous appelons "sous-quadrilatère" 
(resp. "quadrilatère quotient") de {J, K, N, L) tout quadrilatère {M, E, N, F) 
(resp. ( J, E, C, F) ) où E et F sont deux corps intermédiaires : 

KÇEÇN,LÇFÇN (vesp. J Ç E Ç K , J Ç F Ç l). 




FiG. 2. Sous- quadrilatère & quadrilatère quotient 



Nous aurons besoin du lemme immédiat suivant pour les monotonies des bijec- 
tions de la section 5. 

Lemme 2.3. (1) Soit E/F une extension algébrique. Dans l'ensemble des sous- 
extensions (resp. des extensions quotients) de E/F, la relation définie par 

{E/M') <{E/M) ^ M Ç M' (resp. {M /F) < {M' /F) ^ M Ç M' ) 
est une relation d'ordre. 
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(2) Soit ( J, K, N, L) un quadrilatère corporel. Dans l'ensemble des s eus- quadrila- 
tères (resp. des quadrilatères quotients) de {J, K, N, L), la relation définie par 

(M', E', N, F') < (M, E,N,F) ^ {E Ç E' , F Ç F') 

(resp. (J, E, C, F) < (J, E', C, F') ^ {E Ç E' , F Ç F') ) 

est une relation d'ordre. 

Définition 2.4. Nous appelons "parallélogramme galoisien" (ou "parallélogram- 
me" en abrégé) un quadrilatère corporel ( J, K, N, L) dans lequel toutes les arêtes 
K/J, N/K, N/L, L/J sont des extensions galoisiennes. Nous le notons alors 
[J,K,N,L]. 

Clairement, pour qu'un quadrilatère ( J, K, N, L) soit un parallélogramme, il 
faut et il suffit que les extensions K/J et L/J soient galoisiennes. En convenant 
de figurer par des segments parallèles de longueurs égales les extensions dont les 
groupes de Galois sont isomorphes, on obtient une figure du type (où les fièches 
symbolisent les extensions galoisiennes) 




FiG. 3. Parallélogramme galoisien 



Par composition, la "diagonale N/J" d'un parallélogramme [J, K, N, L] est né- 
cessairement galoisienne. Dans |28j , "le degré" d'un parallélogramme galoisien 
[J, K, N, L] est défini comme étant le couple des degrés : 

deg[J,K,N,L] := {[N : K] , [K : J]). 

Ce degré sera dit "infini" quand l'un des degrés [A^ : K] ou [K : J] est in- 
fini. Lorsque K = J ou L = J, nous disons que le quadrilatère ( J, K, N, L) est 
"plat". Tout corps s'identifie au quadrilatère plat {F, F, F, F). Toute extension 
(resp. toute extension galoisienne) E/F s'identifie au quadrilatère plat (resp. au 
parallélogramme plat) {F,E,E,F) (resp. [F, E, E, F]) ou à son transposé. 

Pour définir enfin le groupe de Galois d'un parallélogramme, plaçons-nous dans 
la catégorie produit Gr^ = Gr x Gr de la catégorie des groupes par elle-même. 
Nous appelons "bigroupe" un objet de Gr^, c'est à dire un couple de groupes. 
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Autrement dit, un bigroupe est un (objet en) groupe(s) dans la catégorie produit 
Ens^ de la catégorie des ensembles par elle-même. 

Définition 2.5. |28l Déf.3.6] Soit [J, N, L] un parallélogramme galoisien. 
Nous appelons "groupe de Galois de [J, K, N, L] ", et nous notons Gal[J, K, N, L] 
le bigroupe : 

Gal[J,K,N,L] := {Gal{N / K),Gal{N / L)). 

Les notions de sous-groupe, de sous-groupe normal et de groupe quotient de 
Ga/ [ J, , iV, L] se définissent de manière évidente à partir des objets correspon- 
dants de Gr^ (cf. [28, Sect.3] ). Munis des topologies convenables, nous y revien- 
drons section 6. 



3. Propriétés topologiques 

Cette section 3 est préparatoire ; elle regroupe des résultats indépendants né- 
cessaires aux raisonnements des sections 4 à 6. 

Soit E/F une extension galoisienne de degré infini. Munissons le groupe de 
Galois G := Gal{E/F) de sa topologie de Krull (cf. [22] ou [H p.340]). Par les 
propriétés générales des groupes topologiques, on sait que pour tout sous-groupe 
H de G, l'adhérence H de H est un sous-groupe de G [3, TG III.7]. C'est le 
groupe de Galois de E sur le corps des invariants de H dans E |19l p. 344] i.e. 

H = Gal{E/E"). (0) 

Proposition 3.1. (1) La normalité d'un sous-groupe de G dans un autre implique 
la normalité de leurs adhérences : 

yA<G yB<G A<B =^ Â<B. 

(2) Pour tout sous-groupe H de G, le corps des invariants dans E du sous- 
groupe H et de son adhérence H sont égaux : 

E"" = e'^ . 

Démonstration. (1) Fixons-nous a G A, et considérons l'application 

fa '■ G — > G 

7 I — > = 'j'^a 7 

Par la normalité de A dans B, on a clairement fa{B) Ç A, et comme fa est 

continue [Il TGI.9] 

JaÇB) Ç ÛB) ç A. 
Fixons-nous ensuite un /? e 5. Pour l'automorphisme intérieur 

gp -.G^G 
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on a 

de sorte que 

wpeB gp{A)çÂ. 
Par la continuité de g^, on en déduit que 



gp{A) Ç gp{A) Ç A. 

Donc 

WpeB Va G Â 5^(a) = a^ G Â, 
ce qui exprime précisément que A < B. 

(2) D'après le (0) ci-dessus et le fait que la sous-extension E/E^ soit galoisienne, 
on a directement 

^ ^Gal{E/E») ^ 



Proposition 3.2. Soit N/K une extension galoisienne. Pour tout corps intermé- 
diaire E, K Ç E Ç N, la topologie de Krull de Gal{N/E) est égale à la topologie 
induite sur Gal{N/E) par la topologie de Krull de Gal{N / K). 

Démonstration. Posons F := Gal{N/ K), A := Gal{N/E) et soit a un élément 
quelconque de A. Prouvons d'abord que tout voisinage F de a pour la topologie 
de Krull de A est aussi un voisinage de a pour la topologie induite sur A par 
celle de F. Par définition de la topologie de Krull de A, il existe une extension 
galoisienne finie M/E, avec M CN, telle que V D aGal{N/M). 



N 




FiG. 4. Topologie de Krull induite 

En vertu du théorème de l'élément primitif, il existe d'autre part un élément 
X G M tel que M — E{x). Soient P{X) — Irr{x, K, X) le polynôme minimal 
de X sur K, et R := {x=Xi , . . . , Xn} l'ensemble des racines de P{X) dans une 
clôture algébrique fixée de K. Puisque l'extension N/K est normale, on a i? Ç A^. 
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Considérons alors le corps intermédiaire F :— K(R). C'est un corps de décom- 
position, donc l'extension F/K est galoisienne finie, et comme x — xi & R, on a 
clairement M = E{x) Ç EF. On en déduit que 

Gal{N/M) > Gal{N/EF) = Gal{N/E) n Gal{N/F) = A n Gal{N/F) , 

d'où 

V Gal{N/M) D a (A n Gal{N/F)) =aAna Gal{N/F) . 

Ainsi V ^ An a Gal{N/ F) car a E A. Or aGal{N/F) est un voisinage de a 
pour la topologie de Krull de F puisque F/K est galoisienne finie. Ceci prouve 
que V est bien un voisinage de a pour la topologie induite sur A par celle de F. 

La réciproque reprend certains des arguments précédents dans l'ordre inverse. 
Soit V = U n A un voisinage de a dans lequel U est un voisinage de a pour la 
topologie de Krull de F. Il existe une extension galoisienne finie F/K , F Ç. N, 
telle que U D aGal{N/F). Ainsi 

VOa Gal{N/F) r\A^a Gal{N/F) r\aA^a {Gal{N/F) n A). 

Or 

Gal{N/F) n A = Gal{N/F) n Gal{N/E) = Gal{N/EF), 

d'où V 3 aGal{N/EF). Comme l'extension EF/E est galoisienne finie par 
translation de F/K par E/K, on a bien prouvé que V est un voisinage de a pour 
la topologie de Krull de A. □ 

Lemme 3.3. Soient N/K une extension galoisienne et E/K, E C N , une ex- 
tension galoisienne quotient de N/K. Soit pE l'homomorphisme de restriction de 
Gal{N/K) sur Gal{E / K) . Alors, pour toute extension galoisienne quotient F/K 
de N/K, 




FiG. 5. Parallélogramme galoisien inscrit 
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on a 

PE{Gal{N/F)) = Gal{E/E n F). 

Démonstration. En translatant l'extension galoisienne E/K par F/ on obtient 
l'extension galoisienne FF /F et un isomorphisme de restriction du groupe 
Gal{EF/F) sur Gal{E/E n F). Soit donc r G Gal{E/E n F) ; il existe s G 
Gal{EF/F) tel que = r. Et en considérant FF/ F comme une extension 
galoisienne quotient de N/F, il existe t G Gal{N/F) tel que = s. Alors, pour 
tout X E F, 

{pE{t)){x) = t\^p{x) = s\^{x) = r(x) , 

de sorte que pE(t) = r, et Gal{F/F H F) Ç pE{Gal{N / F)). L'autre inclusion est 
claire. □ 



Le lemme précédent nous permet d'énoncer un analogue de la proposition 13.21 
en remplaçant topologie induite par topologie quotient. 

Proposition 3.4. Soit N/K une extension galoisienne. Pour tout corps intermé- 
diaire F, K Ç F Ç N, tel que l'extension F/K soit galoisienne, la topologie de 
Krull de Gal{F / K) est égale à la topologie quotient sur Gal{F / K) de la topologie 
de Krull de Gal{N/K). 

Démonstration. Soit 

PE : r := Gal{N/K) — > G := Gal{F/K) 

7 I — '1\e 

l'homomorphisme de restriction à F. Considérons d'abord un voisinage V d'un 
élément = Pe{i) , 7 G F, de G muni de sa topologie de Krull. Par définition 
de celle-ci, il existe une extension galoisienne finie F^/K , F^ Ç F, telle que 
V ^ 1\e Gal{F / F^). D'après le lemme [3731 

PE{lGal{N/F^)) =-i\^Gal{F/FnF^) = -f^^ Gal{F / F^). 

Il s'ensuit que 

P~e\V) D p^1(7|, GaliF/F,)) = p~^\pe{i Gal{N / F,))) D ^Gal{N/F,). 

Comme 7 Gal{N/ F^) est un ouvert pour la topologie de Krull de F, on obtient que 
p'Ë^{V) est un voisinage de 7 pour cette topologie. Autrement dit, la topologie de 
Krull sur G rend pe continue. Or la topologie quotient sur G est par définition la 
plus fine de celles rendant la surjection pE continue. Ceci signifie que toute partie 
ouverte pour la topologie de Krull de G est ouverte pour la topologie quotient 
sur G m TGI.ll]. 

Considérons maintenant un ouvert G pour la topologie quotient sur G de la 
topologie de Krull de F. Par la continuité de pe pour cette topologie, VL := Pe^{Q) 
est un ouvert de F, donc voisinage de chacun de ses points. Par définition de la 
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topologie de Krull sur F, il existe, pour tout u; G fi, une extension galoisienne 
finie E^^/K , Ç N, telle que 

ujGal{N/E^) çn. 

Donc clairement 

fi = y ujGal{N/E^) . 

Et comme pE est surjective 

= PE^PE^m = = U Pe{ Gal{N/E^) ) . 

En appliquant le lemme [373l à l'extension galoisienne quotient E^/K de N/K, on 
obtient donc que 

e = y uJi^Gal{E/EnE^) . 

Or les extensions E fl E^/K sont galoisiennes comme intersections d'extensions 
galoisiennes de et elles sont finies comme chaque E^^/K. Par conséquent les 
u\j^ Gal{E/E n E^) {u G fi) sont des ouverts pour la topologie de Krull de G, 
et il en est de même de B par union. On a donc montré que toute partie ouverte 
pour la topologie quotient sur G est ouverte pour la topologie de Krull de G. 
D'où la conclusion. □ 



4. Propriétés générales 

La propriété suivante de décomposition en produit direct du groupe de Galois 
de la diagonale d'un parallélogramme intervient fréquemment dans les démons- 
trations des sections 4 à 6. 

Proposition 4.1. (dite de "scindement de la diagonale") 

Pour tout parallélogramme galoisien [J, K, N, L], le groupe de Galois de la diago- 
nale N/ J se décompose en produit direct sous la forme 

Gal{N/J) = Gal{N/K) x Gal{N/L). 

Démonstration. Posons pour abréger 

A := Gal{N/J), T := Gal{N/K), A := Gal{N/L). 

On a r n A = 1 car tout élément de l'intersection doit laisser fixe le compositum 
KL = N. De plus, les extensions K/ J et L/ J étant galoisiennes, les sous-groupes 
r et A sont normaux dans A. On en déduit que leurs éléments commutent ; d'où 
l'existence du produit direct F x A. Reste à prouver que A = FA. Soit 5 G A. 
Dans le parallélogramme [J, K, N, L] , la restriction à K 

Pk : Gal{K/J) 
A I — > 



4. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 



21 



est un isomorphisme de groupes. Considérons l'antécédent A := {^\k)^ po- 
sons 7 := ôX^^. Comme = on a pour tout élément k E K 

^{k) = ô{{X-Xik)) = S\A{\,r\k)) = A|,, o {X\,,)-\k) = k, 
ce qui prouve que 7 G F. Donc 5 = 7A G FA, ce que l'on voulait. □ 

Nous généralisons maintenant la partie I du théorème 1.3 de |28| . Il est sur- 
prenant de constater qu'aucune propriété topologique (de fermeture) n'est exigée 
sur les groupes considérés. 

Théorème 4.2. Soit [J, K, N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel- 
conque. 

(1) Pour tout sous-groupe A de Gal{L/J) : 

(1-1) On a le sous-parallélogramme [L^, KL^, N, L] où désigne le corps des 
invariants dans L de A. 

(1-2) Si de plus A est normal dans Gal{L/ J), on a le parallélogramme quotient 
[J,K, KL^,L^]. 

(2) Pour tout sous-groupe A de Gal{N / K) : 

(2-1) On a le sous-parallélogramme [L'-'^ii^ A^"^, A^, L] où L^'^^l^ désigne le corps 
des invariants dans L de l'image de A par la restriction à L. 

(2-2) Si de plus A est normal dans Gal{N/K), on a le parallélogramme quotient 
[J,K, N^,L^'^0]. 

(3) Pour tous sous-groupes Aq et Ai de Gal{L/J) (resp. Gal{N/ K)), avoir Ai 
normal dans Aq : Ai < Aq, implique que Von ait le parallélogramme 

[L^'\KL^°,KL^\L^'] (resp. [L^'^'^\^\N^\N^\L'^^^\^^] ). 

Démonstration. (1) Posons pour simplifier F := L^. 

(1-1) La donnée du parallélogramme [J, K, N, L] induit l'isomorphisme de res- 
triction à K 

Pk : Gal{N/L) ^ Gal{K/J) . 
X I — > A|^ 

Clairement, KnL = J implique KnF = J. En translatant l'extension galoisienne 
K/J par F/J, on obtient l'extension galoisienne KF/F et l'isomorphisme de 
restriction à K 

Tk : Gai (KF/F) ^ Gai (K/J). 
|23l p. 266, Th. 1.12]. Translatons ensuite l'extension galoisienne KF/F par L/F : 
comme KFL = N, on obtient l'isomorphisme de restriction à KF 

Pkf : Gal{N/L) ^ Gal{KF/KF HL) < Gal{KF/F). 

Il est clair que px = Pkf- Soit alors 7 G Gal{KF / F). Il existe A G Gal{N/L) 
tel que r^ij) = Px(A), d'où 

rxil) = rKipKriX)) ^ j = pj^p(X) 
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par injectivité de r^. On en déduit que 7 appartient à Gal{KF / KF fl L) et 
l'égalité Gal{KF/F) = Gal{KF/KF n L). Ainsi : 

d'où le parallélogramme [F, KF, N, L] = [L^, KL"^, N, L]. 

(1-2) D'après la proposition 13.11 (1) . la normalité de A dans Gal{L/J) implique 
celle de son adhérence pour la topologie de Krull de Gal{L/J) : 

Â = Gal{L/L'^)<Gal{L/J). 

On en déduit que l'extension F = / J est galoisienne. En la translatant par 
K/J, on obtient l'extension galoisienne KF/K. Comme KF/F est galoisienne 
par le (1-1), ceci suffit à prouver l'existence du parallélogramme [J, K, KF, F]. 

(2) (2-1) Par la proposition SU Gal{N/J) = Gal{N/K) x Gal{N/L). En parti- 
culier : 

\/5 e GaliN/L'-^^L^) 3!/t G Gal{N/K) 3!A G Gal{N/L) ô = kX, 

et par restriction à L dans Gal{N/J) : = /t|^. Restreinte au sous-groupe 
Gal{N/ L^^^l'^), cette restriction à L est à valeurs dans Gal{L/L^^^L^), de sorte 
que G GallL/L^^^L^y De plus, en vertu du parallélogramme [J, K, N, L], on a 
l'homéomorphisme de groupes profinis munis de leurs topologies de Krull : 

PL : Gal{N/K) ^ Gal{L/J) . 

7 I — ' 1\l 

Or, par un homéomorphisme, l'adhérence de l'image d'une partie est égale à 
l'image de l'adhérence de cette partie. D'où 

Ainsi, par le (0) de la section 3, 

GaliL/L^'^O) = GaliL/LP^^"^^) = plÇÂ) = pL{Gal{N/N^)). 

Donc = Pl(k) g pL{Gal{N / N"^)), et par injectivité, k appartient nécessai- 
rement à Gal{N /N^). Ceci prouve que Gal{N/ L^^^l')^ est inclus dans le produit 
direct Gal{N/N^) x Gal{N/L). Comme par ailleurs Gal{N/N^) et Gal{N/L) 
sont inclus dans Gal{N/ L^^^l^), on a l'égalité 

Gal{N / L^^\l)) = Gal{N/N^) x Gal{N/L). 

On en déduit que 

A^^ n L = N^aliN/N^) p j^Gal{N/L) 
^ j^<Gal{N/N^),Gal{N/L)> 
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De plus, = KL Ç N^L Ç d'où = N^L, et l'on a bien le parallélogramme 

(2-2) Posons pour simplifier F := L^^^l^ et E := N^. En vertu du (2-1) pré- 
cèdent, on a le parallélogramme [F, E, N, L] et l'extension E/F est galoisienne. 
Dans les notations de la démonstration de ce même (2-1), on a 

Gal{L/F) = pL{Gal{N/E)) . 

Or par la proposition 13.1( 1). la normalité de A dans Gal{N/K) implique celle 
de A = Gal{N/E) qui se transmet par l'isomorphisme pi à Gal{L/F), de sorte 
que F/ J est une extension galoisienne. Clairement d'autre part, K H F = J (car 
i^' n L = J) et KF Ç E. Il reste à prouver que cette dernière inclusion est 
une égalité. Appliquons pour cela la proposition 14.11 dans les parallélogrammes 
[F,E,N,L] et [F,KF,N,L] (cf. (1-1)). On a : 

Gal{N/F) = Gal{N/E) x Gal{N/L) = Gal{N/KF) x Gal{N/L). 

Pour tout K G Gal{N/KF), il existe donc a G Gal{N / E) et A G Gal{N/L) 
tels que KidN = «A. Or, de KF Ç E suit Gal{N/E) Ç Gal{N/KF) d'où a G 
Gal{N / K F) . Par unicité des décompositions dans un produit direct, on en déduit 
que K = a G Gal{N/E)^ ce qui prouve que Gal{N / KF) = Gal{N/E). Mais alors : 

^ ^ jSjGal{N/E) ^ j^Gal{N/KF) ^ J^p 

ce que l'on voulait. 

(3) Par le (1-1) (resp. le (2-1)), la donnée d'un sous-groupe Aq de Gal{L/J) 
(resp. Gal{N/K) ) induit le parallélogramme 

De plus, d'après la proposition 13.1( 1). avoir Ai < Aq implique que Ai < Aq. Si 
Aq = Gal{L/ L^°)^ le (1-2) fournit donc le parallélogramme 

[L^'\KL'^'\KL^''L^,L^] = [L^\ K 1"^° , K L^'] 

en vertu du (2) de la proposition 13. 1[ Enfin, si Aq = Gal{N/N"^°), en utilisant 
que par l'homéomorphisme de restriction à L 

(Âi)u = (^i|J ' 
on obtient par le (2-2) le parallélogramme 

Corollaire 4.3. Soit [J, K, N, L] un parallélogramme de degré quelconque. 

(1) Pour tout corps intermédiaire J Ç F Ç L : 
(1-1) On a le sous-parallélogramme [F, i^F, A^, L] . 

(1-2) Le fait d'avoir l'extension quotient F/J galoisienne implique l'existence 
du parallélogramme quotient [ J, /T, KF, F] . 

(2) Four tout corps intermédiaire K Ç E Ç N : 
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(2-1) On a le sous-parallélogramme [E fl L, E, N, L]. 

(2-2) Le fait d'avoir l'extension quotient E/K galoisienne implique l'existence 
du parallélogramme quotient [J, K, E, E (1 L]. 



5. Théorie de Galois générale algébrique en dimension 2 

On développe dans cette section une théorie de Galois générale en dimension 2 
dont les résultats sont indépendants de toute topologie. Elle contient la théorie de 
Galois générale des extensions de corps, celles-ci n'étant que des parallélogrammes 
plats (Sect.2). 

Le théorème suivant associe à tout sous-groupe du groupe de Galois d'un 
parallélogramme (Déf. I2.5p un sous-parallélogramme et un quadrilatère quotient. 
Théorème 5.1. Soit [J, K, N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel- 
conque. 

(1) Pour tout sous-groupe A (resp. B) de Gal{N/ K) (resp. Gal{N / L)), on a 
le sous-parallélogramme galoisien 

et le quadrilatère corporel 

où A\j^ (resp. B\j^) est l'image de A (resp. B) par la restriction à L (resp. K). 

(2) Si de plus A (resp. B) est normal dans Gal{N/K) (resp. Gal{N/ L)), on 
a le parallélogramme galoisien quotient [J, K^^^k\ N^^^ , L^^^l^]. 




FiG. 6. Sous-parallélogramme & parallélogramme quotient 
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Démonstration. (1) Existence de [N^^^^ ,N^,N,N^]. Clairement, le sous-groupe 
de Gal{N/J) engendré par A et B est égal au produit direct de A par _B, d'où 

Ensuite, on déduit àe K <Z N"^ (Z N et L Ç (Z N que 

KL = N Ç N^N^ Ç , 

d'où N^N^ = N. Ceci prouve l'existence du sous-quadrilatère (A^^^^, A^^, A^, A^-^). 
De plus, on a le sous-parallélogramme [L^^^l \ N"^, N, L] d'après le (2-1) du théo- 
rème [121 En particulier, l'extension N^/L^^^l^ est galoisienne. Comme 



la sous-extension N^/N^^^ est galoisienne. Par le même raisonnement dans le pa- 
rallélogramme transposé [J, L, N, K], on déduit cette fois du sous-parallélogramme 
[K'^^\k\n^,N,K] que l'extension N^/N'^''^ est galoisienne. 

Existence de {J, K^^^k\ N^x^^ ^ l'-^Il)). A l'évidence, KnL = J implique 
fsT^^iif) n L^^Il) = J. Reste à prouver que K^^\k^ L^'^Il^ = N^""^. En appliquant 
le scindement de la diagonale (Prop l4Tl) dans les parallélogrammes galoisiens 
[K^^\k\n^,N,K] et [L^^^l\n^^N,L], on a respectivement 

Gal{N/K'-^^K)) = Gal{N/K) x Gal{N/N^) , 

Gal{N/L^^\L)) = Gal{N/N^) x Gal{N/L) . 
Ainsi, l'intersection 



est égale à 

Gal{N/N^) X Gal{N/N^) = Gal{N/N'^''^) 
en vertu du sous-parallélogramme [A^^^^, A^^, A^, A^^]. On en déduit 

ce que l'on voulait. 

(2) D'après le (2-2) du théorème 14.21 le fait que A (resp. B) soit normal dans 
Gal{N/K) (resp. Gal{N/L)) induit le parallélogramme 



a prouver que le quadrilatère {J, K'^^\k\ N"^""^ , L^^^l^) du (1) est bien un parai- 



La proposition suivante est générale et algébrique dans la mesure où elle s'énonce 
sans argument topologique. Elle conduira, par restriction aux sous-groupes fermés 
pour la topologie de Krull, au théorème 16.71 



B 



N- 



■AxB 



Gal{NlK^^\K)) n Ga/(Ar/L(^iL)) = GaliN/K^^^K^ L'^^^l^) 
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Proposition 5.2. Soit [J, K, N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel- 
conque. 

(1) Sous-parallélogrammes galoisiens 
(1-1) L'application 

: [M, E, N, F] I — > Gal[M, E, N, F] 

est une injection de l'ensemble des sous-parallélogrammes de [J, K, N, L] dans 
l'ensemble des sous-bigroupes du groupe de Galois de [J, K, N, L] (cf. Déf.\KR)- 
(1-2) L'application 

est une surjection de l'ensemble des sous-bigroupes de Gal[J, K, N, L] sur l'en- 
semble des sous-parallélogrammes de [J, K, N, L]. 
(1-3) Le composé ^ s ° est l'identité. 

(2) Parallélogrammes galoisiens quotients 

(2-0) Pour tout parallélogramme quotient [J,E,C,F\ de [J.,K,N.,L], il existe 
un unique sous-bigroupe normal {A,B) de Gal[J, K, N , L] tel que l'on ait par 
restriction = Gal{L/F) et -B|^ = Gal{K/E). Précisément : 

A = Gal{N/KF) , B = Gal{N/EL) . 

(2-1) Dans les notations du (2-0), l'application 

: [J,E,G,F]y-.{A,B) 

est une injection de l'ensemble des parallélogrammes quotients de [J, N, L] dans 
l'ensemble des sous-bigroupes normaux de Gal[J, K, N, L]. 
(2-2) L'application 

est une surjection de l'ensemble des sous-bigroupes normaux de Gal[J, K, N, L] 
sur l'ensemble des parallélogrammes quotients de [J, K, N, L]. 

(2-3) Le composé o <î>ç est l'identité. 

(2-4) Dans les notations du (2-0), on a l'isomorphisme 

Gal[J, E, G, F] ^ Gal[J, K, N, L] / {A, B) . 
Démonstration. (1) (1-1) Par la définition 12.51 



Gal[M, E, N, F] = Gal[M' , E' , N, F'] ^ 



Gal{N/E) =Gal{N/E') 
GaliN/F) =Gal{N/F') 



En prenant les invariants dans de ces groupes, on en déduit que E = E' et 
F = F'; d'où M = E n F = E' n F' = M', et l'injectivité de $^ est prouvée. 

(1-2) L'application existe en vertu du (1) du théorème 15. 1[ Sa surjectivité 
résulte immédiatement du (1-3). 
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(1-3) Soit [M, E, N, F] un sous-parallélogramme de [J, K, N, L]. D'après la pro- 
position SU Gal{N/E) X Gal{N/F) = Gal{N/M), de sorte que 

o $s([M, E, N,F]) = ^siGal{N/E) , Gal{N/F)) 

^ ^j^GaliN/M)^j^Gal(N/E)^ ^Ga«(7V/F)| 
= [M,E,N,F]. 

(2) (2-0) D'après le (1-1) du corollaire 14.31 on a le parallélogramme [F, KF, N, L] 
dans lequel Gal{N / KF)\^ = Gal{L/F) . De plus, dans [J, E,G, F], l'extension 
F/J est galoisienne et, d'après le (1-2) de ce même corollaire, on a le parallélo- 
gramme quotient [J, K, KF, F]. En particulier l'extension KF/K est galoisienne 
et Gal{N / KF) est un sous-groupe normal de Gal{N/K), ce qui permet de po- 
ser A := Gal{N/ KF). Même raisonnement dans le parallélogramme transposé 
[J, L, N, K] en prenant B := Gal{N/EL). De plus, dans [J, K, N, L], les res- 
trictions à L et i^' sont des isomorphismes ; donc les sous-groupes A et B sont 
nécessairement uniques. 

(2-1), (2-2), (2-3) L'existence de l'application $g résulte de l'unicité du sous- 
bigroupe normal {A,B) du (2-0). L'application \E'ç résulte quant à elle du (2) du 
théorème EU Pour A = Gal{N/KF) et B = Gal{N/EL), on a par (2-0) : 

^,o^^([J,E,C,F]) = ^,iA,B) 

= [J, E, AT^^^, F] . 

De ce dernier parallélogramme, on déduit en particulier que FF = iV^^^, et dans 
[J, E,C, F], on a FF = G. Finalement le composé \E'q o $g est l'identité, ce qui 
implique que $g est injective et surjective. 
(2-4) Par définition 

Gal[J,E,G,F] = {Gal{G/E),Gal{G/F)) ^ {Gal{F/J),Gal{E/J)). 

De l'existence des parallélogrammes [J, K, KF, F] et [J, L, EL, E] (cf. Th [42] 
(1-2)), on déduit alors que 

Gal[J,E,G,F] ^ {Gal{KF/K),Gal{EL/L)) 

^ {Gal{N/K)/Gal{N/KF) , Gal{N/L)/Gal{N/EL)) 

^ Gal[J,K, N, L]/{A,B) 

par (2-0). □ 



Le théorème suivant fournit des égalités générales entre corps assez surpre- 
nantes au vu des hypothèses minimalistes. Elles laissent entrevoir des propriétés 
inattendues des extensions galoisiennes qui seront étudiées au chapitre 4 avec la 
notion de tour galoisienne de composition. De plus, ces égalités induisent comme 
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une dualité entre le compositum et l'intersection de deux corps K et L. Nous la 
traduisons pour ce qui nous concerne en termes de quadrilatères dans la propo- 
sition 15.51 à suivre : il y a correspondance biunivoque entre les sous-quadrilatères 
et les quadrilatères quotients de tout parallélogramme [K fl L, K, KL, L]. 

Théorème 5.3. ( dit "de l'écartelé"!) 

Soient K et L deux corps contenus dans un même corps et J := K H L. On 
suppose seulement les extensions K/J et L/J galoisiennes, leurs degrés étant 
quelconques. Alors : 

(1) Pour tous corps intermédiaires E et F : JÇEÇK,JÇFÇL,ona 
l 'égalité 

KFnEL = FF . 




FiG. 7. Ecartelé compositum 

(2) Pour tous corps intermédiaires E et F : K Ç E Ç KL , L Ç F <Z KL , on 
a l'égalité 

{KnF){EnL) = EnF . 




FiG. 8. Ecartelé intersection 



'du nom du blason qu'évoquent, en héraldique, les figures correspondant au théorème. 
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Démonstration. Posons := KL. Comme les extensions K/ J et L/ J sont galoi- 
siennes, on dispose du parallélogramme galoisien [.J, N , L\. 

(1) D'après le (1) du corollaire 14.31 on a le sous-parallélogramme [F,KF,N ,L\. 
Dans celui-ci, le scindement de la diagonale (Prop. I4.ip fournit l'égalité 

Gal{N/F) = Gal{N/KF) x Gal{N/L) . 

De même, dans le parallélogramme transposé [J, L, A^, 7^], on a le sous-parallélo- 
gramme [E, EL, N, K] et l'égalité 

Gal{N/E) = Gal{N/K) x Gal{N/EL) . 

On en déduit que 

Gal{N/EF) = Gal{N/F) n Gal{N/E) = Gal{N/KF) x Gal{N/EL) 
et ainsi 

j^jp _ j^Gal(N/EF) _ j^Gal{N/KF)xGal(N/EL) 

Il en résulte, par le (1-1) de la proposition 15.21 que 

^!s{Gal{N/KF),Gal{N/EL)) = [EF,KF,N,EL] , 
et en particulier KF fl EL = FF. 

(2) Posons A := Gal{N/E), B := Gal{N/F). D'après le (2-1) du théorème [421 
on a les parallélogrammes [L(^Il),E,A^,L] , [K^^\k)^F,N,KI et donc 

EnL = L^^\l^ , KnF = K^^\k) . 

D'autre part, d'après le (1) du théorème 15.11 on a le quadrilatère 

(J,i^(^iK),iV^x^,L(^iJ) 
où iV^x-^ = N^nN^. Ainsi : 

EnF = N^nN'^ = A^^^^ = K^^iK^L^^^L^ = {K n F){E n L) . Q 

Corollaire 5.4. Soient K et L deux corps contenus dans un même corps. On 
suppose seulement que les extensions K/{K CiL) et L/{K CiL) sont galoisiennes. 
Alors : 

(1) Pour tous corps intermédiaires F et F : K H L Ç F Ç K , K H L Ç F <Z L , 
on a le parallélogramme galoisien 

[FF, KF, KL, EL] 

et le quadrilatère corporel 

{K n L, F, FF, F) . 

(2) Pour tous corps intermédiaires F et F : K Ç F Ç KL , L Ç F Ç KL , on a 
le parallélogramme galoisien 

[F n F, F, KL, F] 
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et le quadrilatère corporel 

{KnL,KnF,EnF,EnL) . 

Démonstration. (1) Le parallélogramme [EF, KF, KL, EL] apparaît déjà dans la 
démonstration du (1) du théorème I5.3[ Et il est clair que E H F = K H L. 
(2) Soit := KL. D'après le (1) du théorème O appliqué avec A = Gal{N/E) 
et B = Gal{N/F), on a le sous-parallélogramme 

[A^^^^, E, N, F] = [En F, E, N, F] 

en vertu du (2) de la démonstration du théorème 15.31 qui donne aussi le quadri- 
latère 

{KnL,KnF,EnF,EnL) . ^ 



Proposition 5.5. Soit [J, K, N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel- 
conque. Notons 

Squad [ J, K, N, L] ou Squad ^ resp. TZquad [ J, K, N, L] ou TZquad J 

l'ensemble des sous- quadrilatères (resp. des quadrilatères quotients) de [J, K, N, L]. 
Pour les relations d'ordre du (2) du lemme\KE '■ 
(1) L'application 

TZ : Squad — > TZquad 
(M, E, N, F) I — > {J,K r]F,M,En L) 
est une bijection décroissante. 

N 




(2) L'application 



FiG. 9. Bijection TZ 

S : TZquad — > Squad 
{J,E,C,F)i — > (C, KF, N, EL) 



est une bijection décroissante. 
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FiG. 10. Bijection S 

(3) Les applications IZ et S sont réciproques l'une de l'autre. 

(4) On a l'égalité des cardinaux (éventuellement infinis) 

I TZquad \ = \ Squad \ . 



Démonstration. Dans le parallélogramme [J, N, L], les extensions K/ J et L/ J 
sont galoisiennes. 

(1) L'application TZ existe bien car d'après le (2) du théorème de l'écartelé 

{KnF){EnL) = Er]F = M , 

d'où le quadrilatère quotient ( J, K H F, M, E H L). La décroissance de 71 résulte 
directement de la définition des relations d'ordre du lemme [231( 2) car 

(M', E', N, F') < (M, E,N,F) ^ (E Ç E' , F Ç F') 

implique que 

{EnLçE'nL, KnFçKnF') 
t 

( J, KnF,M,EnL) <{J,Kn F', M', E'nL). 
La bijectivité de 71 est une conséquence du (3) ci-dessous. 

(2) L'application S existe bien car d'après le (1) du théorème de l'écartelé 

KFnEL = FF , 

d'où le sous-quadrilatère {C, KF, N, EL). La décroissance de S résulte directe- 
ment du lemme [2?3]( 2) car 

( J, E, C, F) < ( J, E', C, F') ^ {EÇE', FÇ F') 

implique que 

{KF Ç KF' , EL Ç E'L) 

t 

{C, KF', N, E'L) < (C, KF, N, EL) . 
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La bijectivité de S est une conséquence du (3) suivant. 

(3) Pour tout sous-quadrilatère (M, E, N, F) G Squad, on a 

S on{M,E,N,F) = S{J,K nF,M,EnL) = {M,K{EnL),N,{K nF)L) . 

Or d'après le (2) du théorème de l'écartelé appliqué à E et N (resp. N et F) on 
obtient 

K{E nL) = E ( resp. {K f] F)L = f) , 
ce qui prouve que S olZ = idsquad- 

Pour tout quadrilatère quotient ( J, E, C, F) G TZquad, on a 

7^ o S{J, E, C, F) = n{C, KF, N, EL) = {J,Kr] EL, C, KFnL). 

Or d'après le (1) du théorème de l'écartelé appliqué à J et E (resp. F et J ), on 
obtient 

KnEL = E ( resp. KFr]L = F) , 
ce qui prouve que IZo S = id-jiquad- D 



6. Généralisation topologique de la théorie de Galois finie 
en dimension 2 

Dans cette section, nous enrichissons la proposition algébrique [52] en munissant 
les groupes de Galois de leur topologie de Krull. Considérées dans la catégorie 
produit ProGr^ de la catégorie des groupes profinis ProGr par elle-même, les 
applications $ et \1/ de la proposition 15.21 deviennent des bijections. Le théorème 
16.71 généralise ainsi, d'une part le théorème principal de la théorie de Galois 
finie en dimension 2 |28l Th. 4-2] généralisant lui-même la bijection de Galois 
classique, d'autre part le théorème de Krull qui se retrouve en particularisant à 
des parallélogrammes galoisiens infinis plats. 

Par définition dans |33l p. 101], tout sous-groupe d'un sous-groupe topologique 
est fermé. On sait que tout sous-groupe fermé H d'un groupe profini G est profini, 
et si H est normal, le quotient G/ H est aussi profini. Ceci nous conduit à poser 
la définition suivante. 

Définition 6.1. (1) Nous appelons "sous-groupe profini" (resp. "sous-groupe 
profini normal") d'un groupe profini G tout sous-groupe (resp. sous-groupe nor- 
mal) H àe G fermé pour la topologie de G. Nous écrirons 

H <^G ( resp. H <,g) . 

(2) Nous appelons "sous-bigroupe profini" (resp. "sous-bigroupe profini normal") 
d'un bigroupe profini {Gi,G2) tout bigroupe {Hi,H2) tel que l'on ait 

Hi<cG, {resp. H,<,Gi) (i=l,2) . 
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Nous écrirons 

{H^,H2) <c (Gi,G'2) ( resp. (ifi,if2) <c{GuG2)) . 

(3) Nous appelons "bigroupe profini quotient" d'un bigroupe profini {Gi,G2) 
par un sous-bigroupe profini normal {Hi,H2) le bigroupe {Gi/ Hi^G2/ H2). Nous 
écrirons 

(Gi,G2)/(iïi,if2) := {Gi/H^,G2/H2) . 

(4) Nous appelons "isomorphisme de bigroupes profinis" 

ifi, f2) '■ {Gi,G2) — ^ {G[,G'2) 
un morphisme de ProGr^ tel que chacun des 

/. : Gi^G[ (z = l,2) 

soit un isomorphisme de groupes profinis. 

Pour éviter toute ambiguïté dans la démonstration de la proposition 16.41 ci- 
dessous, sortons du contexte le fait général suivant. 

Lemme 6.2. Soient X un espace topologique et A une partie fermée de X . Pour 
toute partie B de A, avoir B fermée dans A muni de la topologie induite par celle 
de X équivaut à avoir B fermée dans X . 

Démonstration. Si B est fermée dans A, il existe un fermé F de X tel que B = 
F f] A, et inversement, il suffit d'écrire B = B (1 A. □ 

Lemme 6.3. Soit E/ F une extension galoisienne. Pour tous corps intermédiaires 
M et M' entre F et E, on a les équivalences 

M CM' ^ Gal{E/M') < Gal{E/M) ^ Gal{E/M') <^ Gal{E/M) 

où les groupes Gal{E /M) et Gal{E / M') sont munis de leurs topologies de Krull. 

Démonstration. La première équivalence étant claire, il suffit de prouver la se- 
conde et plus précisément le sens direct de celle-ci. Appliquons le lemme 16.21 
précédent avec 

X := Gal{E/F) , A := Gal{E/M) , B := Gal{E/M') . 

Par hypothèse i? Ç A, et d'après le théorème de Krull classique, on a 

A<cX , B<^X . 

Donc B est fermé dans A muni de la topologie induite par celle de X. Or, en vertu 
de la proposition 13.21 cette topologie induite sur A coïncide avec la topologie de 
Krull de A. On a donc bien montré que Gal{E / M') est fermé dans Gal{E / M) 
muni de sa topologie de Krull. □ 

Les groupes profinis qui interviennent dans la suite sont des groupes de Galois. 
Nous convenons une fois pour toutes qu'étant donnée une extension galoisienne, 
son groupe de Galois est muni de sa topologie de Krull. 
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Proposition 6.4. Lorsque E/F est une extension galoisienne, la relation d'ordre 
du lemme Ï27B .(1) dans l'ensemble des sous-extensions de E/F (resp. des exten- 
sions galoisiennes quotients de E/F) s'écrit 

{E/M') < (E/M) ^ Gal{E/M') <, Gal{E/M) 
( resp. (M/F) < {M' /F) ^ Gal{E/M') <, Gal{E/M) ) . 
Démonstration. Immédiate par le lemme 16731 □ 

Pour le généraliser en dimension 2, reformulons maintenant le théorème de 
Krull classique |8], AV.64,Th.4]. 

Théorème 6.5. (Théorème de Krull revisité) 

Soit N/ K une extension galoisienne de degré quelconque. On munit l'ensemble 
des sous- extensions (resp. des extensions galoisiennes quotients) de N/K de la 



relation d'ordre de la proposition \6.4\ ci-dessus. Alors : 

(1) L'application 

[N/E) I — > Gal{N/E) 

est une bijection croissante de l'ensemble des sous- extensions de N/K sur l'en- 
semble des sous-groupes profinis de Gal{N/ K) . Sa réciproque est l'application, 
elle-même croissante, 

H I — > {N/N") . 

(2) L'application 

(E/K) I — ^ Gal{N/E) 

est une bijection décroissante de l'ensemble des extensions galoisiennes quotients 
de N/K sur l'ensemble des sous-groupes profinis normaux de Gal{N/K). Sa ré- 
ciproque est l'application, elle-même décroissante, 

H I — > (N^/K) . 

De plus, la restriction à E induit un isomorphisme de groupes profinis 
Gal{E/K) ^ Gal{N / K) / Gal{N / E) . 

Démonstration. Tout résulte directement du théorème de Krull classique, à l'ex- 
ception de la monotonie des réciproques (lorsque les ordres sont partiels, la réci- 
proque d'une bijection monotone n'est pas nécessairement monotone). 

(1) Soient Hi et H2 deux sous-groupes profinis de Gal{N/K) tels que Hi <c LÎ2- 
Par définition, on a 

Hi = H^ = Gal{N/N"') <^H2 = H^ = Gal{N/N^^) , 

ce qui équivaut à {N/N^'^) < {N/N^'^) par la proposition I6.4[ 

(2) Dans les notations du (1), supposons de plus Hi et H2 normaux dans Gal{N/K). 
On a toujours Gal{N/N^^) <c Gal{N/N^^), ce qui équivaut par la proposition 
lO à avoir ( A^^^ ^x) < {N"^ /K) . □ 
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Proposition 6.6. Soit [J, K, N, L] un parallélogramme galoisien. La relation d' 
ordre du lemme 1^751 dans V ensemble des sous-parallélogrammes galoisiens (resp. 
des parallélogrammes galoisiens quotients) de [J,K,N,L\ s'écrit 

[M', E\ N, F'] < [M, E, N, F] ^ Gal[M' , E' , N, F'] <^ Gal[M, E, N, F] 
^ resp. 

[J, E, C, F] < [J, E', C", F'] ^ Gal[C', KF', N, E'L] <, Gal[C, KF, N, EL] ) . 

Démonstration. (1) Sous-parallélogrammes. Par définition 

[M', E\ N, F'] < [M, E,N,F] ^ {E Ç E' , F Ç F') 
et en vertu du lemme [231 

« { gTnP) 1 GaliN/F) « «"'l^'^' ^'1 GallM. E, N, F] , 

(2) Parallélogrammes quotients. D'après la proposition 15.51 on a l'équivalence 

[J, E, G, F] < [J, E', C", F'] ^ [G', KF\ N, E'L] < [G, KF, N, EL] ; 
d'où la conclusion par le (1) précédent. □ 

Le théorème 16.71 qui suit généralise en degré quelconque le théorème principal 
de la théorie de Galois finie en dimension 2 (Th. 4. 2. de |28| ). En se limitant à 
des sous-groupes fermés, il rend bijectives les injections $ et les surjections 
de la proposition algébrique 15.21 De plus, en se limitant à des parallélogrammes 
plats, il redonne exactement la double bijection du théorème de Krull revisité. 
Ainsi, le théorème 16.71 suivant généralise en dimension 2 le théorème de Krull, 
tout comme le théorème 4.2. de |28| généralisait le théorème de Galois classique 
pour des extensions finies. 

Théorème 6.7. Soit [J, K, N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel- 
conque, de groupe de Galois Gal[J, K, N, L] (Déf. \2.5\} . On munit l'ensemble 
des sous-parallélogrammes galoisiens (resp. des parallélogrammes galoisiens quo- 
tients) de [J, K, N, L] de la relation d'ordre de la proposition \6.(k Alors : 

(1) Sous-parallélogrammes galoisiens 
L 'application 

[M, E, N, F] I — > Gal[M, E, N, F] 

est une bijection croissante de l'ensemble des sous-parallélogrammes de [J, K, N, L] 
sur l'ensemble des sous-bigroupes profinis de Gal[J, K, N, L], dont la réciproque 
est l'application, elle-même croissante, 

{A, B) I — > [AT^^^, N^, N, N^] . 

(2) Parallélogrammes galoisiens quotients 
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(2-0) Pour tout parallélogramme quotient [J, E,C, F] de [J, K, N, L], il existe 
un unique sous-bigroupe profini normal {A,B) de Gal[J, K, N, L] tel que l'on ait 
= Gal{L/F) et = Gal{K/E). Précisément : 

A = Gal{N/KF) , B = Gal{N/EL) . 




FiG. 11. Sous-bigroupe associé à un parallélogramme quotient 

(2-1) Dans les notations du (2-0), l'application 

[J,E,G,F]^{A,B) 

est une bijection décroissante de l'ensemble des parallélogrammes quotients de 
[J, K, N, L] dans l'ensemble des sous-bigroupes profinis normaux de Gal[J, K, N, L] 
dont la réciproque est l'application, elle-même décroissante, 

{A,B) ^ [J,K^''^k),N^x^^l'-^\l)] . 

(2-2) Dans les notations du (2-0), on a l'isomorphisme de bigroupes profinis 

Gal[J, E, G, F] ^ Gal[J, K, N, L] / {A, B) . 

Démonstration. On reprend les notations $ et \1/ des applications de la proposi- 
tion [52] en ajoutant des tildes pour marquer que l'on se limite aux sous-bigroupes 
profinis de Gai [J, K, N, L] . 

(1) L'application : [M,E,N,F] i — > Gal[M,E,N,F] du (1) existe bien car 
par définition Gal[M,E,N,F] = {Gal{N/E),Gal{N/F)) où Gal{N/E) (resp. 
Gal{N / F)) est fermé dans Gal{N/K) (resp. Gal{N/L)) en vertu du théorème de 
Krull, de sorte que 

{Gal{N/E), Gal{N/F)) <, Gal[J, K, N, L] . 

Soit : {A,B) I — > [A^^^-^, A^^, A^, A^^] la restriction à l'ensemble des sous- 
bigroupes profinis de Gal[J, N, L] de l'application du (1-2) de la proposition 
I5.2[ D'après le (1-3) de cette même proposition, le composé "if s ° est l'identité. 
De plus, pour tout sous-bigroupe profini {A,B) de Gal[J, K, N, L], on a 

^s0^s{A,B) = ^,{[N^''^,N^,N,N^]) = {Gal{N/N^),Gal{N/N^)) = (Â,B). 
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Mais par définition 

(A,B)<,Gal[J,K,N,L] ^ 

de sorte que ^s°^ si^i B) = {A, B). Les applications sont donc réciproques 

l'une de l'autre, et en particulier bijectives. Montrons qu'elles sont croissantes. 
C'est clair directement pour d'après la proposition I6.6[ Pour considérons 
deux sous-bigroupes profinis de Gal[J, K, N, L] 

iA',B') <, iA,B); 

et posons 

[M, E, N, F] := ^s{A, B) , [M', E' , N, F'] := B') . 

Par ce qui précède 

Gal[M, E, N, F] = $,([M, E, N, F]) = o ^,{A, B) = {A, B) . 

Donc 

Gal[M', E', N, F'] = {A', B') <^ {A, B) = Gal[M, E, iV, F] , 

ce qui équivaut, par la proposition 16.61 à [M', E', N, F'] < [M, E, N, F] . 
(2) (2-0) Ce n'est que le (2-0) de la proposition 15.21 en rajoutant le fait que 
A = Gal{N/ KF) et B = Gal{N / EL) sont des sous- groupes fermés en vertu du 
théorème de Krull. ^ 

(2-1) L'application $ç : [J, E, C, F] i — > {A, B) du (2-1) existe bien car d'après 
le (2-0) précèdent, on a 

{A,B) Gal[J,K, N, L] 

Soit : {A,B) I — > [J,K^^\K\N^xB^L'-^\r.)] la restriction à l'ensemble des 
sous-bigroupes profinis normaux de Gal[J, K, N, L] de l'application du (2-2) 
de la proposition 15.21 D'après le (2-3) de cette même proposition, le composé 
\E'q o $g est l'identité. De plus, pour tout sous-groupe profini normal {A, B) de 
Gal[J,K,N,L], on a 

%o^g{A,B) = $,([J,ir(^iK),iV^x^,L(^iJ]) = {A',B') 

où par définition A' (resp. B') est l'unique sous-groupe de Gal{N/K) (resp. 
Gal{N/L)) tel que A\^ = Gal{L/ L^^\l)) ( resp. B\^ = Gal{K/ K^^^k^) . Or 
dans le parallélogramme galoisien [J, K, N, L] , la restriction à L est un isomor- 
phisme de groupes profinis de Gal{N/K) sur Gal{L/J). Ainsi : (A|^) = (^)|^- 
Comme A est fermé, on en déduit que Gal{L/L^^\L)) = A\^ . De la même façon 
Gal{KlK^^\K^) = B\^ . Il en résulte par unicité que o $g(A, B) = {A, B) . Les 
applications <î>g, \E'g sont donc réciproques l'une de l'autre, et en particulier bijec- 
tives. Montrons qu'elles sont décroissantes. Pour $q, on a d'après la proposition 
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[J, E, C, F] < [J, E', C, F'] ^ Gal[C', KF', N, E'L] <, Gal[C, KF, N, EL] , 
et par définition 

r GaliN/KF') <,Gal{N/KF) ^^n. r,, ^, pn^ < ^ 
^ [ Gal{N/E'L) <, Gal{N/EL) ^ ^,i{J^E,G,F J) <, $,([J, E, G,F\). 

Pour considérons deux sous-bigroupes profinis normaux de Gal[J, K, N, L] 

{A',B') <, (AB). 

Comme le composé $q o est l'identité, on a d'après l'équivalence obtenue 
précédemment pour la décroissance de $g, 

{A', B') <, (A, 5) ^ B')) <, 5)) 

ce qui exprime la décroissance de 

(2-2) Tous les isomorphismes du (2-4) de la proposition 15.21 sont topologiques. 

□ 



Chapitre 2 
EXTENSIONS GALTOURABLES 



Il s'agit ici d'introduire une notion nouvelle, celle d'extension galtourable, qui 
généralise celle d'extension galoisienne. Cette notion est la clef de notre démarche 
pour étudier les tours de corps (chapitre 3 et suivants). 

On expose dans ce chapitre les premières propriétés des extensions galtourables. 
Nous examinons plus particulièrement les propriétés des extensions galoisiennes 
qui se généralisent aux extensions galtourables. 

1. Définitions, notations, exemples 

Formulons tout d'abord un certain nombre de définitions. 

A l'instar de la notation de la théorie des groupes désignant les sous-groupes, 
nous remplaçons l'inclusion Ç par un < pour exprimer qu'il y a conservation de 
la structure de corps : 

corps, F < E 4^ {F sous-corps de E). (1-0) 

Définition &: Convention 1.1. Soit L/K une extension quelconque. 

(1) On appelle "tour (de corps) de L/K" une suite fini^ croissante {-Fj}o<î<m de 
corps intermédiaires de L/K dans laquelle Fq = K et Fm = L. 
Nous notons une telle tour 

(F) K = Fo<F,< ... <F,<F,+^< ... <F^ = L. 

Nous appelons 

- "marche de la tour (F)" : toute extension Fi+i/Fi (i = 0, . . . , m — 1) ; 

- "hauteur de la tour (F)" : l'entier m. 

Nous disons que la tour (F) est "triviale" si et seulement si elle est de hauteur 
nulle : m = 0. Lorsque 

G {0,...,m-l} F,+i^Fi 

la tour 

(F<) := (F) K = Fo<Fi< ... <F,<F,+i< ... <Fm = L. 

est dite "stricte". En particulier, la tour triviale est stricte. 

Nous convenons que pour m = la tour (F<) ci-dessus se réduit à 

(F<) K = Fo = L. 

^ C'est le point de vue de cette thèse (à l'instar de la théorie des groupes), bien que des 
auteurs récents appellent "tour de corps" une suite infinie [43] . 
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(2) Lorsque L/K est algébrique, nous appelons "tour galoisienne" de L/K toute 
tour 

(T) K = To<Ti< ... <Ti<T,+^< ... <T^ = L 

dont toutes les marches T^+i/Tj {i = 0, ... ,m — 1) sont des extensions galoi- 
siennes. 

(3) Deux tours de L/K 

(F) K = F^<Fi< ... <Fi< ... <Fm = L 

(E) K = Eo < El < . . . < Ej < . . . < En = L 

sont égales si et seulement si les deux suites {-Fj}o<j<m et {Ej}o<j<n le sont; 
autrement dit lorsque m = n et 

ViG{0,...,m} F, = Ei. 

Remarques 1.2. Les notations sont celles de la définition & convention ll.li 

(1) Pour une tour (F) triviale, on a nécessairement L = K. Mais on peut avoir 
L = K et (F) non triviale, i.e. de hauteur non nulle : m ^ (répétition de corps). 

(2) Notons que la tour triviale est la seule tour stricte de L/K lorsque L = K, 
et qu'elle est toujours galoisienne. 

(3) Il ne suffit pas d'avoir 

{Eo, . . . , En} = {Fq, . . . , Fjn} 

pour que les tours (F) et (E) soient égales. 



Fait 1.3. La hauteur d'une tour stricte d'une extension finie L/K est au plus 
égale au nombre de diviseurs premiers, comptés avec leur multiplicité, du degré 
de L/K. 

Démonstration. Cela découle directement de la transitivité des degrés. □ 



De même que les extensions algébriques (même séparables) ne sont pas néces- 
sairement galoisiennes, elles n'admettent pas nécessairement de tour galoisienne 
(cf. exemples 11.101 ). ce qui justifie la définition suivante. 

Définition 1.4. Nous disons qu'une extension L/K est "galtourable" si et seule- 
ment si elle admet une tour galoisienne au sens de la définition & convention 
0(2). 

Scholies. (1) Par la transitivité des notions d'algébricité et de séparabilité, une 
extension galtourable est toujours algébrique et séparable. 
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(2) Une extension galoisienne est évidemment galtourable. Mais une extension 
galtourable n'est pas nécessairement galoisienne vu la non transitivité de la nor- 
malité. La notion d'extension galtourable généralise donc celle d'extension galoi- 
sienne. 

(3) Dans |6j est introduite la notion d' "extension radicale répétée". Il s'agit des 
extensions admettant une tour de corps dont chaque marche est une extension 
radicale. Nous dirions quant à nous que ce sont des extensions "radtourables". 

Les tours galoisiennes introduites dans la définition & convention ll.l[ (2) se 
généralisent en des tours dont les marches ne sont que galtourables. 

Définition 1.5. Soit L/K une extension algébrique. Nous appelons "tour gal- 
tourable de L/K" toute tour 

(F) = Fo < Fi < . . . < F, < < . . . < = L 

dont toutes les marches Fj+i/Fj (z = 0, . . . , m — 1) sont des extensions galtou- 
rables. 



Pour une extension donnée, l'existence d'une telle tour galtourable n'est pas 
automatique. Elle est discutée dans le corollaire 1.11 du chapitre 3. 

Définition 1.6. (1) Nous appelons "extension simple" toute extension L/K non 
triviale n'admettant aucun corps intermédiaire propre : 

{L/K simple) Ô {L^K, y F K<F<L ^ {F = K ou F = L)) 
^ {L^K, VF K<F<L^F = K). 

(2) Nous appelons "extension galsimple" toute extension L/K non triviale n'ad- 
mettant aucune extension quotient galoisienne propre : 

(T 11^ A ( L^K, yFK<F<L \ 

{L/K galsimple) ^ ^ ^^^^ galoisienne) ^ {F = K ou F = L) ) 

L^ K, VF K <F <L 
(F/ K galoisienne) =^ F = K 



Remarque 1.7. Dans la définition ci-dessus de la galsimplicité, aucune hypo- 
thèse n'est faite sur la sous-extension L/F : elle peut être galoisienne ou ne pas 
l'être. 

Proposition 1.8. (1) Toute extension simple est galsimple. 

(2) Une extension galsimple est galtourable si et seulement si elle est galoisienne. 
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Démonstration. Le (1) est clair. Prouvons le sens direct du (2). Soit L/K une 
extension galsimple galtourable. Par la définition 11.41 elle admet une tour galoi- 
sienne (définition & convention ll.l[ (2) ) 

(T) K = Tq<Ti< ... <Ti<Ti+^< ... <Tm = L. 

Comme L/K est galsimple (Déf. I1.6l (2) ), on tire K <Ti<L l'implication 

{Ti/K galoisienne) ^ {Ti = K ou Ti = L) . 

Si Ti = L, (Ti/K) = {L/K) est bien galoisienne. Si Ti 7^ L, on a la tour 

(T) K = To = Ti<T2< ... <T,<Ti+i< ... <T^ = L. 

En itérant le procédé sans avoir déjà conclu, on obtient 

(T) K = Tq = Ti = ... = Tm-2 < Tm-l < Tm = L . 

Donc, ou bien T^-i = K^ ou bien T^-i = L, et dans les deux cas L/K est 
galoisienne. □ 

Nous étudierons les extensions simples ou galsimples au chapitre 5. La galsim- 
plicité nous permettra d'énoncer le "Théorème M" (Chap. 6) qui est le point 
crucial de la dissociation de toutes les extensions finies. 

Afin d'alléger le texte qui suit, convenons de quelques notations. Elles concernent 
les définitions 11.11 11.41 11.51 et 11.61 précédentes, et ont été rassemblées ici pour y 
référer facilement. 

Notations 1.9. (1) (Extension stricte L/K) <^ K < L <^ L> K . 

(2) (Extension galoisienne L/K) ^ L/K ^ K <L <^ L>K. 

(3) (Extension stricte galoisienne L/K) K < L L > K . 

(4) (Extension non galoisienne L/fT) <;=^ L\K . 

(5) (Extension galtourable L/K) <^ L/K ^ K ^ L <^ L^K . 

(6) (Extension non galtourable L/i^') ^ L\K . 

(7) (Extension galtourable non galoisienne L/i^) L/\K . 

(8) (Extension simple L/K) L</>K . 



1. DÉFINITIONS, NOTATIONS, EXEMPLES 

(9) (Extension non simple L/X) L\K . 
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(10) 


(Extension 


galsimple L/X) L/K. 


(11) 


(Extension 


non galsimple L/K) <^ L\K 


(12) 


(Extension 


galsimple galoisienne L/K) L/ yK 


(13) 


(Extension 


galsimple non galoisienne L/K) 



^ L/\K ^ K<L ^ L>K. 

Les notations précédentes ne sont évidemment pas redondantes ; en voici quelques 
exemples. 

Exemples 1.10. Pour un réel r G M+ et un entier n G N, on note, -y/r la racine 
n-ième réelle de r : \/r G R . 

(i) Il existe des extensions séparables non galtourables : 

Q(^)\Q. 

(ii) Il existe des extensions galtourables non galoisiennes : 

Q(^)Z\Q- 

(iii) 

- Toute extension cyclique de degré premier est simple. 

- Quel que soit l'entier n > 3, l'extension Q(6')/Q où 

^"-^-1 = 

est simple, mais non galoisienne : 

Q(^)^\Q. 

(iv) Il existe des extensions galsimples non simples non galoisiennes : 

Q(^)/^\Q. 

(v) Il existe des extensions galsimples non simples galoisiennes : soit L le corps 
de décomposition dans C du polynôme 

+ 20X + 16 (resp. 

n=0 ^' 

On a : 

Gal{L/Q) ^ As (resp. Gal{L/Q) ^ Ag ) 
[L : Q] = 60 (resp. [L : Q] = 20160 ) , 
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et L/Q est une extension galsimple non simple galoisienne : 

Démonstration, (i) On a [Q(v^) : Q] = 6 par le critère d'Eisenstein. Supposons 
que l'extension Q{^/2)/Q soit galtourable, i.e. par définition qu'il existe une tour 
galoisienne 

(T) Q = To< ... <T,< ... <Tm = Q{V2) . 

Prouvons qu'alors Q(v^)/Q admet nécessairement une tour galoisienne stricte 
à deux marches (ceci est un cas particulier d'un résultat général démontré au 
corollaire 2.6 du chapitre 3). Posons : 

j := min{i G {0, . . . , m} | Tj 7^ Q} , k := max{i G {0, . . . , m} \ Ti 7^ T^} • 

De j > /c suivrait 

Q(^) = Tk+i/Tk = Q : absurde. 
Donc nécessairement j < k et 

(T) Q = To= ... = Tj^i <Tj< ... <Tk<n+i= ... =Tm = Q(v^) . 
On en déduit la tour à trois marches 

qui ne peut pas être stricte, en vertu du Fait 11. 31 C'est donc que Tj = Tk et, 
dans notre hypothèse, on a ainsi prouvé l'existence d'une tour galoisienne stricte 
à deux marches 

Q = Fo < Fi < F2 = Q(v^) . 

Par ailleurs, on a la 

Proposition. Soient n E N et a E Q+ un rationnel positif. On suppose que 
pour tout diviseur d de n, a i Q'^. Alors, pour tout corps intermédiaire F entre 
Q et L := Q(-\/â) Q < F < L, il existe un entier d divisant n : d \ n, tel que 
F = Q{^). 

Démonstration. Conséquence directe du Théorème 2.1 de [î] ou du Théorème 2.2 
de [lû]. □ 

Avec ce qui précède, il résulte de la proposition ci-dessus que les seules tours 
strictes à deux marches de Q{\/^)/Q sont 

Q = Fo < Fi = Q(v^) < F2 = Q(^) 

et 

Q = Fo < Fi = Q(^) < F2 = Q(\/2) . 
Or ni l'une ni l'autre n'est galoisienne, d'où la contradiction. 



2. THÉORIE GÉNÉRALE DES EXTENSIONS GALTOURABLES 45 

(ii) Il suffit de considérer la tour galoisienne 

Q<Q(V2) <Q(v^) . 

(iii) La première assertion est claire ; quant à la seconde, elle sera démontrée au 
chapitre 5. 

(iv) Posons L := Q(v^). Clairement, l'extension L/Q est non simple et non 
galoisienne. Si elle n'était pas galsimple, il existerait un corps intermédiaire N 
tel que Q <l iV < L. Or, en vertu de la proposition de la démonstration du (i) 
ci-dessus, on a nécessairement N = Q(v^) qui n'est pas galoisien sur Q. 

(v) Pour + 20X + 16, on vérifie que Gal{L/Q) par PARI [iÔ]. Pour 

8 ^ 

J2 ^1 on a Gal{L/Q) — > Ag, d'après un résultat de Schur ( |35| ou Les 

n=0 

sous-groupes de Sylow de A^ (resp. As) assurent que L/Q n'est pas simple. Mais 
LyQ est galsimple puisque A^ (resp. Ag) est un groupe simple (c'est un phéno- 
mène général : cf. Chap. 4, Prop. 2.7). □ 



2. Théorie générale des extensions galtourables 

On dispose d'une théorie générale des extensions galoisiennes finies ou infinies. 
Nous allons montrer qu'il existe aussi une théorie générale des extensions gal- 
tourables. Rappelons d'abord le bien connu "théorème de l'extension galoisienne 
translatée" [Ml p.266,Th.l.l2] (dit "natural irrationalities" dans [32j). 

Théorème 2.1. Soient K/J et L/J deux extensions algébriques. Sous la seule 
hypothèse que K et L soient contenus dans un même corps, avoir L/ J galoisienne 
implique que KL/K est galoisienne : 

{L/J) ^ {KL/K) . 

Corollaire 2.2. La translatée d'une extension galoisienne par un corps donné 
est toujours une extension galoisienne. 

Précisément, soit L/ J une extension galoisienne. Pour tout corps C contenu dans 
une clôture algébrique de J contenant L, l'extension CL/CJ est encore une ex- 
tension galoisienne. Autrement dit, on a l'implication 

{L/J) ^ {CL/CJ) . 

Démonstration. Il suffit d'appliquer le théorème 12.11 en translatant l'extension 
galoisienne L/ J par CJ/ J. □ 



Ces énoncés se généralisent aux extensions galtourables. 



46 



2. EXTENSIONS GALTOURABLES 



Théorème 2.3. Soient K/J et L/J deux extensions algébriques. Sous la seule 
condition que K et L soient contenus dans un même corps, on a l'implication 

{L/ J galtourahle) =^ {KL/ K galtourahle) . 



Démonstration. Soit (F) une tour galoisienne de l'extension galtourahle L/^ J : 

(F) J = Fo < Fi < . . . < F, < Fi+i < . . . < F„ = L . 

Posons Ei := KFi (i = 0, . . . ,m), et appliquons le théorème 12.11 en translatant 
chacune des marches galoisienne Fj+i/'Fj {i = 0,...,m — 1) par l'extension 



algébrique Fj/Fj 




FiG. 12. Translatée d'une tour galoisienne 

On en déduit que les extensions 

F,F,+i = F,+i = Fi+i /Ei = 0, . . . ,m - 1) 
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sont galoisiennes. On obtient donc la tour galoisienne 

{E) K = KFo = Eo< ... <Ei< < ... <Em = KF„ 
Or ceci n'exprime rien d'autre que la galtourabilité de KL/K. 



KL. 



□ 



Enonçons maintenant trois corollaires au théorème I2.3[ 



Corollaire 2.4. La translatée d'une extension galtourahle par un corps donné est 
toujours une extension galtourable. 

Précisément, soit L/J une extension galtourable. Pour tout corps C contenu dans 
une clôture algébrique de J contenant L, l'extension CL/CJ est encore galtou- 
rable. Autrement dit on a l'implication 

[L/J) =^ {CL/CJ) . 



Démonstration. On applique le théorème 12.31 avec K := CJ. 



□ 



Fait 2.5. La réciproque du théorème \2.3\ est fausse. 

Scholie. Il en est de même de la réciproque du théorème de l'extension galoisienne 
translatée I2.1[ 



Démonstration. Reprenons l'extension L := Q(v2)/Q de l'exemple ll.lOi fi) et 
translatons la par l'extension K := Q{j)/Q où j := e^*'^/^. Comme K contient 
les racines Q^™^'^ de l'unité, l'extension KL = K{-\/2)/K est kummérienne, donc 
galoisienne et a fortiori galtourable. Tandis que l'on a prouvé que l'extension 
L := Q(v^)/Q n'est même pas galtourable. 



KL=Q(j;(T) 



L=QCiT ) 



K=Q(j) 



J=Q 

FiG. 13. Descente non galtourable 



□ 
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Corollaire 2.6. La translatée d'une tour galtourable par une extension algébrique 
est une tour galtourable. 

Précisément, soitL/J une extension admettant une tour galtourable (cf. Déf.\LR) 

{F) J = Fo ^ . . . ^ F, ^ ^ . . . ^ = L . 

Alors, pour toute extension algébrique Kj J telle que K et L soient contenus dans 
un même corps, on a la tour galtourable 

{E) K = E,^ ... ^E,^E,+^^ ... ^E^ = KL 

où l'on a posé Ei := KFi (i = 0, . . . , m). 

Démonstration. Il suffit d'appliquer le théorème 12.31 aux extensions galtourables 
Fj+i/'Fî en les translatant par les extensions algébriques Ei/Fi, pour i E {0, . . . , 
m-1}. □ 

Quand on empile deux extensions galoisiennes, on obtient une extension gal- 
tourable non nécessairement galoisienne en général (cf. exemple ll.lOi fii)). Les 
extensions galtourables n'ont pas ce défaut : quand on empile deux extensions 
galtourables, on obtient toujours une extension galtourable. Précisément : 

Fait 2.7. Pour toute tour K < L < M, avoir L/K galtourable et M/L galtou- 
rable implique que M/K est galtourable. Autrement dit on a l'implication 

( L/K , M/L ) =^ {M/K) . 
Scholie. Nous avons déjà prouvé que l'implication inverse est fausse en général : 

cf.Eini 

Démonstration. Il suffit d'utiliser que la juxtaposition de tours galoisiennes est 
encore une tour galoisienne. Précisément, si 

(F) Fo<F^< ... <Fi< ... <F^ 

et 

(E) F^ = Fo < Fi < . . . < F, < . . . < F„ 
sont deux tours galoisiennes, la tour 

(T) Fo =: To < . . . < T, := F, < . . . < := F^ = Fq < T^+i := Fi < . . . 

est évidemment galoisienne. □ 

Corollaire 2.8. Tout compositum d'extensions galtourables est galtourable. Pré- 
cisément : quelles que soient les extensions galtourables K/J et L/J dont les 
sommets sont contenus dans un même corps, l'extension compositum KL/J est 
galtourable. Autrement dit, on a l'implication 

{K/J, L/J) =^ {KL/J). 
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Démonstration. Le théorème 12.31 assure que KL/' K. Comme de plus K / J, le 
Fait 12.71 précédent entraine que KL/J. □ 

Proposition 2.9. Toute sous- extension d'une extension galtourable est galtou- 
rable. Précisément, soit L/ K une extension galtourable. Pour tout corps inter- 
médiaire M, K < M < L, la sous extension L/M est galtourable. 

Démonstration. Il suffit d'appliquer le théorème 12.31 en translatant l'extension 
galtourable L/K par l'extension algébrique M/K. □ 

La proposition précédente généralise une propriété analogue des extensions 
galoisiennes. Le fait suivant établit que la question "duale", c'est à dire pour les 
extensions quotients, trouve la même réponse dans le cas galtourable que dans le 
cas galoisien. 

Fait 2.10. En général, une extension quotient d'une extension galtourable n'est 
pas galtourable. 

Démonstration. Considérons la situation 




FiG. 14. Extension quotient non galtourable 



L'extension Q(j, v^)/Q est galoisienne (puisque son corps sommet est le corps 
de décomposition de — 2 sur Q). Mais on a déjà vu que l'extension quotient 
Q(v^)/Q n'est pas galtourable (cf. exemple [HÔI (i) ). □ 
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Les différentes propriétés précédentes constituent le début d'une théorie de la 
galtourabilité, similaire à la théorie de Galois générale. On peut numériquement 
décider si une extension donnée est galtourable ou non, de même que l'on peut 
décider si elle est galoisienne ou pas. Cependant il paraît illusoire de chercher une 
caractérisation "universelle" des extensions galtourables, ou même seulement des 
extensions galtourables finies. Rappelons qu'une telle caractérisation n'existe déjà 
pas pour la classe, plus restreinte, des extensions galoisiennes. 

Un important problême de théorie de Galois est de conserver le caractère galoi- 
sien d'une extension en la faisant glisser sur un sous-corps de son corps de base. 
Ceci constitue le délicat 

"Problême de la descente galoisienne". 

Soient N /"K une extension galoisienne et K/ J une extension algébrique. Existe- 
t-il un sous corps L de : L < A^, tel que les trois propriétés suivantes soient 
vérifiées : 

(Do) L/J est galoisienne : L y J ; 

(-Di) L'intersection de i^' et de L est égale à J : K H L = J ; 
{D2) Le compositum de et de L est égal à : KL = N . 

Ce problême, maintes fois abordé dans la littérature (|30|. |31| . |29| . |19| . [9], 
...) se généralise en le problême suivant sur lequel tout reste à découvrir. 

"Problême de la descente galtourable". 

Soient N /'K une extension galtourable et K/ J une extension algébrique. Existe- 
t-il un sous corps L de tel que 

(-Do) L/J est galtourable : Lyj ; 
(Di) KnL = J; 
(D2) KL = N . 

Pour le problême de la descente galoisienne, Massy a introduit la notion de 
parallélogramme galoisien [28j, essentiellement en degrés finis. Une généralisa- 
tion en degrés infinis figure dans [4] (confer Chap. 1). Dans le cas galtourable 
introduisons la 

Définition 2.11. Nous appelions "quadrilatère galtourable" tout quadrilatère 
corporel ( J, K, N, L) (cf. Chap. 1, Déf. 1.1) dans lequel les quatre extensions sont 
galtourables : 

K/J, N/K, N/L, L/J . 
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N 




J 

FiG. 15. Quadrilatère galtourable 

Remarque 2.12. D'après le théorème 12.31 la galtourabilité de L/J (resp. K/J) 
implique celle de N/K (resp. N/L) : 

[L/J) {N/K) ( resp. {K/J) {N/L) ) . 

Proposition 2.13. Soient {J, K, N, L) un quadrilatère galtourable, et F un corps 
intermédiaire entre J et L, J < F < L. 

(1) Si KF n L = F, on a le sous-quadrilatère galtourable {F, KF, N, L). 

(2) Si F/ J est galtourable, on a le quadrilatère quotient galtourable (J, K, KF, F). 




FiG. 16. Sous galtourabilité & galtourabilité quotient 



Démonstration. (1) D'après le théorème 12.31 

{K/J) {KF/F) {N/L) 
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D'après la proposition 12.91 et le théorème 12.31 

{L/J) {L/F) {N/KF). 

D'où le quadrilatère galtourable annoncé puisque F = KF fl L par hypothèse. 
(2) Un nouvelle fois par le théorème 12.31 

{F/J) {KF/K) . 

D'où la conclusion par la démonstration précédente du (1). □ 

Le lecteur qui se sera référé au théorème 1.3 de [28] et au théorème 4.2 du 
chapitre 1 aura noté que la proposition précédente est bien moins consistante que 
ceux-ci. En effet, plusieurs questions demeurent irrésolues. En voici un résumé. 

Questions 2.14. On se donne un quadrilatère galtourable {J, K, N, L). Dans 
quels cas peut-on répondre par l'affirmative aux questions suivantes : 

(1) Si F est un corps intermédiaire entre J et J < F < L, 

KFnL=F ? 

(2) Si E est un corps intermédiaire entre KetN,K<E<N, 

(2-1) E/{E n L) est-elle galtourable : E^{E n L) ? 
(2-2) Pour E/K galtourable 

(2-2-1) K{E nL) = E ? 

(2-2-2) {Er]L)/J ? 

Lorsque ( J, N, L) = [J, K, N, L] est un parallélogramme galoisien, toutes les 
réponses sont affirmatives en vertu du corollaire 4.3 du chapitre 1. 



3. Extensions galtourables définies par un polynôme 

La galtourabilité d'une extension définie par une racine d'un polynôme irré- 
ductible dépend-elle de cette racine ? Nous allons prouver qu'il n'en est rien, bien 
qu'à deux racines différentes correspondent en général deux extensions différentes 
(contrairement au cas galoisien). La proposition suivante permet en particulier 
d'utiliser le logiciel PARI sur les extensions de corps définies par un polynôme 
pour prouver la galtourabilité d'une extension sans avoir d'état d'âme sur la 
racine considérée. 

Proposition 3.1. Soient J un corps quelconque et J une clôture algébrique fixée 
de J. Soit P{X) un polynôme séparable irréductible de J[X]. Quelles que soient 
les racines ti et t2 de P{X) dans J : 



P(tl) = P{t2) = , 
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l'extension J{ti)/J est galtourable si et seulement si l'extension J{t2)/J est gal- 
tourable : 

{J{ti)/J) ^ {J{h)/J) . 

Scholie. La séparabilité de P{X) est exigée par la galtourabilité des extensions. 

Démonstration. Supposons l'extension := J{ti)/J galtourable. Soit donc une 
tour galoisienne (T^) de L^yj 

(T^) J = T^< ... <Tl_^<Tl< ... <T^ = L^ . 

Montrons que (T^) détermine canoniquement une tour galoisienne (T^) de :— 
Jih) I J ■ L'extension L} / J est finie (de degré celui de P{X)) ; chacune des marches 
galoisiennes Tl/Tl_^ {i — 1, . . . ,m) est ainsi séparable de degré fini. Donc par 
le théorème de l'élément primitif 

Vie{l,...,m} 39,eTl Tl^Tl,{ei). 

On sait que les corps J{ti) et J{t2) sont conjugués, i.e. il existe un J-isomorphisme 
$ induit par $(ii) = t2 : 

Posons alors 

Vi-.^^iOi) (i = l,...,m) 

et 

Il est clair par récurrence que 

T^^^iTl) (z = 0,...,m) 

car 

^{T^) = $(J) = J 

$(T/) = ^{TU{e,)) = ^TUme,)) 

En prenant l'image de (T^) par $, on obtient donc canoniquement la tour 

(T2) $(J) = $(Toi) < • • • < $(T/_i) < $(T/) < ■ ■ ■ < 
J = < • • • < T^_i < Tf <■■■< 

Il reste à prouver que la tour (T^) est bien galoisienne. Posons : 
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et TZi :— { racines de Pi{X) dans J}. Puisque, par hypothèse, l'extension Tl /Tl_-^ 
est galoisienne, on a 

UiQTl (z = l,...,m). 

Donc directement 

$(7^,) Ç $(T/) = Tf . 

Or ^{TZi) = { racines de P*(X) dans J} car Pi{X) se décompose en facteurs du 
premier degré dans : 

Pi{X) = {X-zn = ei)...{X-Zia,), 

et donc 

Ptix) = (X - $(^0=^0 ■ ■ ■ - H^idù) ■ 

On en déduit que est le corps de décomposition sur Tl_^ du polynôme P^{X). 
En effet comme Ç T^^, on a trivialement 

et puisque = 

7;2^7;2_^($(^.,)=^.,...,$(^.,J). 
L'extension T^/T^_i est donc normale, et par suite galoisienne. □ 



Chapitre 3 

RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPS 



Le chapitre précédent introduisait la notion de tour galoisienne jouant pour les 
corps un rôle analogue à celui des suites normales pour les groupes. Ce parallèle 
avec les groupes se poursuivra au chapitre 4 en un quasi-dictionnaire par des 
analogues, au départ inespérés, des célèbres théorèmes de Schreier et de Jordan- 
Hôlder. Nous nous intéressons ici à la notion clef de ces futurs énoncés, celle de 
raffinement d'une tour (galoisienne) de corps qui nécessite, hélas, une mise au 
point technique assez lourde. 

1. Définition d'un raffinement et d'un raffinement galoisien 
Définition & Convention 1.1. Soient L/K une extension algébrique, et 
(F) K = Fo<Fi<---<F,<F,+i<---<Fm = L 

une tour de L/K (cf. définition & convention 1.1 du chapitre 2). 

(1) Nous appelons "raffinement de (F)" toute tour 

(E) K = Eo < El < ■■■ < Ej < Ej+i <■■■ <En = L 
de L/K vérifiant les deux conditions suivantes : 
(RAFl) m<n 

(RAF2) il existe une suite finie d'indices 
0<jo<ji<---<jm<n 

telle que 

VîG{0,...,m} F, = Ej^. 

En particulier pour la tour triviale (F) (cf. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1), nous 
convenons que pour m = 0, la suite finie d'indices ci-dessus se réduit à 

< Jo < n . 

(2) Nous appelons "raffinement propre de (F)" tout raffinement (E) de (F) qui 
vérifie la condition supplémentaire 

(RAF3) 3j e {!,..., n-1} Vï G {0, . . . , m} Ej ^ Fi . 

Scholie. Cette définition est un analogue exact, mutatis mutandis, de celle utilisée 
pour les suites normales de groupes qui figure clairement dans |34l p. 120]. 
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Remarques 1.2. (1) La condition (RAFl) est redondante : elle est impliquée 
par (RAF2), puisque l'on a clairement 

Vî G {0, . . . , m} i < ji . 

Cependant (RAFl) offre un moyen commode pour présélectionner les tours sus- 
ceptibles d'être des raffinements. 

(2) Le raffinement (E) de la définition & convention ll.li fl) peut s'écrire 

(E) K = Eo<---<Ej^ = Fo = K<---<E^^=F,<---<Ej^=F,<... 

■ ■ ■ < Ej < Ej+i < ■ ■ ■ < Ej^ = Fm = L < ■ ■ ■ < En = L . 

(3) Toutes les répétitions de la tour (F) sont reproduites dans la tour {E). Il ne 
peut exister de raffinement supprimant des corps. Un raffinement qui ajoute un 
corps nouveau, distinct de tous ceux de la tour de départ (condition (RAF3)), 
est "propre". 

La définition suivante précise la définition & convention générale 11.11 précé- 
dente, à l'instar de ce qui a été fait au chapitre 2 pour les tours strictes, galoi- 
siennes, etc. 

Définition 1.3. Soient L/K une extension algébrique, (F) une tour de L/K et 
{E) un raffinement de (F) (cf. Déf. & Conv.O). 

(1) Nous disons que (F) est un "raffinement strict" de (F) si et seulement si c'est 
une tour stricte (cf. Chap. 2, Déf. & Conv. 1-1.(1) ). 

(2) Nous disons que (F) est un "raffinement trivial" de (F) si et seulement si 
c'est un raffinement de (F) non propre, autrement dit qui vérifie comme condition 
supplémentaire la négation de (RAF3) dans la définition k. convention ll.l[ (2). 
i.e. 

(RAFT) Vj e {1, . . . , n - 1} 3i e {0, . . . , m} Ej = Fi . 

(3) Nous appelons "raffinement identité" de (F), la tour (F) elle-même. 

(4) Nous disons que (F) est un "raffinement galoisien" de (F) si et seulement si 
c'est un raffinement de (F) qui vérifie la condition supplémentaire 

(RAFG) Vj G {1, . . . , n - 1} (vi G {0, . . . , m} Ej ^ Fi) Ej^i < Ej 

t 

Scholie. Toutes ces notions sont évidemment cumulables : raffinement strict propre, 
raffinement galoisien strict, etc. 

Remarques 1.4. (1) Une tour (F) non stricte (cf. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1) 
n'admet pas de raffinement strict. 

(2) Le raffinement identité est un raffinement galoisien trivial. 

(3) Un raffinement galoisien (F) d'une tour (F) n'est pas nécessairement une tour 
galoisienne : le raffinement identité d'une tour non galoisienne par exemple. 
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Fait 1.5. (1) Tout rajfinement trivial est galoisien. 

(2) Un rajfinement qui est une tour galoisienne est un raffinement galoisien. 

Démonstration. (1) Soient L/K une extension, 

(F) K = F^<---<Fi<---<Fm = L 

une tour de L/K, et 

{E) K = Eo < ■ ■■ < Ej < ■■ ■ < En = L 

un raffinement trivial de (F). Dire que (E) est galoisien signifie que que dès 
qu'un corps Ej est distinct de tous les Fj, il est nécessairement galoisien sur Ej_i 
(condition (RAFG) de la définition 11 .31) . Mais la trivialité de (E) signifie que tous 
les Ej sont des Fi (condition (RAPT)). La condition (RAFG) est donc satisfaite 
puisqu'elle n'impose rien. 

(2) Dire que la tour (E) est galoisienne revient à dire (cf. Chap. 2, Déf. & Conv. 
1.1.(2)) que toutes les marches Ej/Ej_i (j = l,...,n) sont galoisiennes. La 
condition (RAFG) est dès lors clairement vérifiée. □ 

Fait 1.6. ("Transitivité des notions de raffinement et de raffinement galoisien") 
Soient L/K une extension et 

(F) K = Fo<---<F,<---<Fm = L 

une tour de L/K. Tout raffinement (resp. raffinement galoisien) (R) d'un raffi- 
nement (res'p. d'un raffinement galoisien) (E) de (F) est un raffinement (resp. 
un raffinement galoisien) de (F). 

Démonstration. En vertu de la remarque 11 .21 (2) 

(E) K = Eo<---<E,, = Fo = K <---<E,^ = Fi<---<E,<... 

■ ■ ■ < Ej^ = Fm < ■ ■ ■ < En = L 

où < jo < ji < ■ ■ ■ < jm < n et Fi = Ej. pour tout i G {0, . . . , m}. De même, 
comme (R) est un raffinement de (E), on a en particulier 

{R) K = Ro<---< Rk, = Eo = K <■■■< Rk^^ = E,^ < ■ ■ ■ < R^ < . . . 

■ ■ ■ < Ru = Ei^ < ■ ■ ■ < Rj = L 

avec < kjg < kj^ < ■ ■ ■ < kj^ <l et Fi = Ej. = R^., pour tout i G {0, . . . , m}. 
Ceci suffit à établir que {R) est un raffinement de (F) elle-même. 

Montrons maintenant que lorsque {E) (resp. (i?)) est en fait un raffinement 
galoisien de (F) (resp. (F)), {R) est nécessairement un raffinement galoisien de 
(F), i.e. vérifie la condition (cf. Déf. 11.31 (4)) 

(RAFG) VA; G {1, 1} (Vï G {0, . . . , m} Ru ^ F,) ^ R^-i < Ru • 
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Soit /c G {1, ...,/ — 1} tel que Rk 7^ pour tout i E {0, . . . , m}. De deux choses 
l'une : 

- Ou bien Rk est distinct de tous les Ej, i.e. 

VjG{0,...,n} Rk^Ej, 

et alors la condition (RAFG) traduisant que (R) est un raffinement galoisien de 
(E) implique immédiatement Rk-i ^ Rk- 

- Ou bien Rk est déjà un corps de la tour (E), i.e. 

3je{0,...,n} Rk = E,. 

Alors, par définition de k, 

VîG{0,...,m} Rk = E,^Fi. 
Si l'on traduit cette fois que (E) est un raffinement galoisien de (F), nous obtenons 

-Rfcj-i = Ej_i < Ej = Rkj . 

Supposons que l'on ait choisi j minimal dans l'ensemble des indices j tels que 
Rk = Ej. Notons tout d'abord que j > 1, sans quoi j = et Rk = Eq = K = Fq 
qui contredit notre hypothèse initiale sur k. Maintenant si l'on avait k — 1 < 
kj-i, i.e. k < kj^i, on aurait par croissance de la suite des Rk (Chap. 2, Déf. & 
Conv. 1.1) 

Ej = Rk < -Rfcj-i = Fj-i < Ej ; 
d'où Rk = Ej^i, qui contredirait la minimalité de j. Donc nécessairement < 
A; - 1 et 

-R/cj_i < Rk-i < Rk 

e]-i < 4 • 

L'extension Rk/Rk-i est ainsi bien galoisienne. □ 

On a déjà dit dans la remarque ll.4[ (3) qu'un raffinement galoisien d'une tour 
quelconque n'est pas nécessairement une tour galoisienne. Cependant, nous dis- 
posons de la proposition suivante, que l'on peut regarder comme une justification 
de notre définition d'un raffinement galoisien. 

Proposition 1.7. Un raffinement galoisien d'une tour galoisienne est encore une 
tour galoisienne. Précisément, soit 

(T) K = To <Ti < ■ ■ ■ <Ti < ■ ■ ■ <Tm = L 

une tour galoisienne (cf. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(2)). Tout raffinement galoi- 
sien de (F) 

(R) K = Ro< ■■■ < Rj, =To = K < ■■■ < Rj^=Ti <■■■ < Rj^ = Ti< ... 

■ ■ ■ < Rj < ■ ■ ■ < Rj^ = Tm = L < ■ ■ ■ < Rn = L 

est une tour galoisienne : 

Vj G {0, . . . , n - 1} Rj < Rj+i ^ Rj+i/Rj . 
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Démonstration. Raisonnons par l'absurde en supposant que la tour {R) ne soit 
pas galoisienne, donc comporte au moins une marche non galoisienne : 

3(?G{0,...,n-l} Rg+l\Rg. 

Considérons alors l'ensemble 

J := {j G {1, . . . ,n - 1} I G {0, . . . ,m} R, ^ T^} . 
L'indice g + 1 ne peut être dans J, sans quoi l'on aurait 

Vî G {0, . . . , m} Rg+i ^ Ti , 
et par la condition (RAFG) de {R) (cf. Déf.Ol(4)) 

Rg ^ Rg+i • contradiction. 
Si 5f + 1 = n, = L = Tm. Si 5» + 1 G {1, . . . , n - 1}, 

g + l^J ^ (3ï G {0, . . . ,m} iîg+i = T,) . 
Donc, dans tous les cas, 

3iG{0,...,m} Rg+i = Ti. 

Soit ip le plus petit des indices i tels que l'on ait Rg+i = Ti : 

ip := min{i G {0, . . . , m} | Rg+i = Ti} . 

Nécessairement ^p > 1, car sinon Zp = et 

K = To = Rg+i >Rg>K 

qui impliquerait Rg+i = Rg = K et l'extension Rg^i/Rg serait galoisienne : 
contradiction. Donc Zp — 1 G {0, . . . , m}. La minimalité de ip interdit que -R^+i = 
Ti^_i. Ainsi Rg+i 7^ îip-i et par la croissance de la suite {Tj}o<î<m, 

Tip-l < Ti^ = Rg + l 
Tip-l ^ Rg+l 

Par ailleurs, comme (R) est un raffinement de (T), Tjp_i est l'un des corps de la 
tour (R). Écrivons pour alléger la notation jp := ji^^i; alors 

% = ^ip-l < ^9+1 ^ jp < 9 + ^ ^ jp < 9 

(puisque jp > g + 1 impliquerait Rj^ > Rg+i : contradiction). Donc 

Tip-l = Rjp < Rg . 

Finalement 

Tip-i ^ Rg ^ Rg+1 — '^ip ■ 

L'hypothèse que (T) est une tour galoisienne nous assure en particulier que l'ex- 
tension Tjp/Tjp_i est galoisienne. Il en est donc de même de sa sous-extension 
Rg^i/Rg, ce qui contredit notre hypothèse initiale Rg+i^Rg. Cette dernière ne 
peut être faite ; c'est donc que la tour (i?) est bien galoisienne. □ 



I îip-l < Rg+1 ■ 
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La proposition précédente admet un analogue galtourable. 

Proposition 1.8. Tout raffinement galoisien d'une tour galtourable est une tour 
galtourable. 

Démonstration. Celle de la proposition 11.71 mutatis mutandis, puisque l'on sait 
que toute sous-extension d'une extension galtourable est galtourable (cf. Prop. 
2.9 du chapitre 2 ). □ 



Précisons maintenant le lien entre tours galtourables et tours galoisiennes. 

Proposition 1.9. Toute tour galtourable admet un raffinement galoisien qui est 
une tour galoisienne. 

Démonstration. Soit 

(F) K = Fo§F,^ ... §F,§ ... ^F^ = L 

une tour galtourable (cf. Déf. 1.5 et Not. 1.9.(5) du chapitre 2). En tant qu'ex- 
tension galtourable, chacune des marches Fi^i/Fi admet une tour galoisienne 

où 

ji <ji + l< ji+i ji < ji+i ■ 

En juxtaposant, c'est à dire en mettant bout à bout, les tours galoisiennes (Tj), 
on obtient la tour galoisienne 

(T) K = Fo = T,„ < < ■ ■ ■ < T,, = Fi < ■ ■ ■ < T,,„ = F,„ = L 

avec 

< jo < il < ■ ■ ■ < jm < 3m 

et 

Fi=Tj^ (z = 0,...,m), 

ce qui montre que (T) est un raffinement de (F). Comme c'est une tour galoi- 
sienne, c'est un raffinement galoisien de (F) (cf. Fait ll.5[ (2)). □ 

Scholie. La démonstration précédente n'est qu'une généralisation de celle du Fait 
2.7 du chapitre 2. 

En contraste avec les extensions galoisiennes la proposition 11.91 admet le 

Corollaire 1.10. Soit L/K une extension admettant une tour galtourable. Alors 
L/K est une extension galtourable. 

Démonstration. D'après la proposition 11.91 cette tour galtourable admet un raf- 
finement galoisien qui est une tour galoisienne (de L/K). Donc L/K admet une 
tour galoisienne, i.e. est galtourable (cf. Chap. 2, Déf. 1.4 ). □ 
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A partir de la notion d'extension galoisienne, nous avons défini la classe plus 
large des extensions admettant une tour galoisienne. Le corollaire 11.101 précédent 
exprime que l'on ne peut pas aller plus loin dans cette direction : la classe des 
extensions admettant une tour galtourable n'est que celle des extensions galtou- 
rables elle-même. Précisément : 

Corollaire 1.11. Soit Vt un corps fixé. Dans Vt, V ensemble des extensions gal- 
tourables est égal à celui des extensions admettant une tour galtourable. 

Démonstration. Toute extension galtourable Ly K admet la tour galtourable 

K = Fo^F^ = L. 

L'autre inclusion est fournie par le coroUaire ll.lOi □ 

2. Tour stricte associée 

La définition même d'un raffinement suppose la conservation des répétitions 
des corps dans une tour donnée. Le but de ce qui suit est d'introduire un moyen 
technique de "supprimer" ces répétitions, ce qui s'avérera nécessaire pour parler 
de tour de composition (cf. Chap. 4). 

Proposition & Définition 2.1. Soient L/ K une extension quelconque et 

(F) = Fo < • ■ ■ < F, < ■ ■ ■ < F„ = L 

une tour de L/K. Il existe une tour stricte (S) de L/K (cf. Chap. 2, Déf. & 
Conv. 1.1.(1)) et une seule, telle que (F) soit un raffinement trivial de (S) (cf. 
Déf. \1.3[ (2)). Nous appelons (S) "la tour stricte associée à (F) ", et nous la notons 

(F<) := (S) . 

Démonstration. (1) Existence. Il s'agit en fait d'effacer les répétitions de la tour 
(F). Précisément, notons l'ensemble des corps de (F) : 

J' . {Fg, . . . , Fj, . . . , F^j- , 

et soit 

n := |JF| — 1 < m . 
Renumérotons JF de manière croissante en écrivant 

^ ~ {^jo ! • • • ! Pji ; • • • ; Fjn } 

avec, donc, 

V(A;, /) G {0, . . . , n}^ k<l^ F,, < F,-, . 
En posant 5*^ := Fj- (i G {0, . . . ,n}) , on obtient clairement la tour stricte 

{S) So = Fj, = Fo = K<---<S, = F^^<---<S,, = F,„ = F^ = L 
de L/K, avec la suite finie d'indices 

< jo < il < ■ ■ ■ < in < • 
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En effet, on aurait dans le cas contraire l'existence d'un couple {k, /) G {0, . . . , n}^ 
avec k < l et ji < jk, et par croissance de la suite {-Fi}o<i<m , Fj^ < Fj^, qui 
contredit la croissance de la numérotation de JF. 

Comme on a S'j = Fj. G {0, . . . ,n}) par construction, ceci prouve la condition 
(RAF2) de la définition & convention et (F) est un raffinement de {S). 

La condition (RAFT) de la définition 11 .Si (2) étant évidemment vérifiée, il est de 
plus trivial. 

(2) Unicité. Soit maintenant 

{S') K = S'q<---<S[,<---<S'^,=L 

une autre tour stricte de L/i^ de raffinement trivial {F). On a aussi 

^ = {'S'o; ■ ■ ■ -,3^1} ■ 

En effet soit F^ ^ T = {Fq, . . . , F^, . . . , F^}. Si l'on avait F^ ^ {Sq, . . . , 5;,}, la 
tour (F) serait un raffinement propre (cf. Déf. & Conv. [Ln (2)). i.e. non trivial : 
contradiction avec la définition de (S"). L'inclusion inverse traduit simplement 
que (F) est un raffinement de (5"). L'égalité précédente implique que 

n+l = |^| = |{5^,...,5;,}|. 

Mais (S") étant stricte, 

|{5^,...,^:,,}|=n' + l, 

de sorte que nécessairement v! = n. Raisonnons maintenant par l'absurde en 
supposant que (S) 7^ (S"). Par le (3) de la définition & convention 1.1 du chapitre 
2 cela équivaut à ce que 

{ze{0,...,n}\S,^Sl}^(lS. 

Soit / le plus petit élément de cet ensemble non vide d'entiers. Comme d'après 
ce qui précède 

^ = {'S'o, • • • , Sn} = {S'q, . . . , 5^} , 
il existe j dans {0, . . . ,n} tel que 

Si l'on avait j < l, on déduirait de la minimalité de / que Sj — Sj — Si qui 
contredit que (S) est une tour stricte. Donc j > /, i.e. j > l (puisque j 7^ / par 
définition). Comme (S") est stricte, on obtient alors S[ < S'y De même, il existe 
k dans {0, . . . ,n} tel que S[ = Sk- Mutatis mutandis, on montre que k > l et 
Si < Sk- Mais alors 

•S"; < Sk 

I II contradiction. 

S', > SI 

□ 
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Remarques 2.2. (1) Lorsque {F) est stricte, on a clairement (F<) = (F). En 
particulier, la tour triviale est stricte (cf. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1)) et 

(F) = (F<) K = Fo = L. 

(2) La démonstration de l'unicité de la tour stricte consiste en fait à montrer que 
celle-ci ne peut être obtenue que par renumérotation croissante de (numérota- 
tion qui est unique). 

La notion de tour stricte associée à une tour donnée est compatible avec celle 
de raffinement. 

Proposition 2.3. Soient L/ K une extension quelconque et 
(F) K = F^<-- - <F,<-- - <Fm = L 

une tour de L/K. Pour tout raffinement 

(E) K = Eo < ■■■ < Ej < ■■■ < En = L 

de (F), (i?<) est un raffinement de (F<) (Prop.&Déf. \2.1\) . 

Scholie. En général (-E<) ne raffine pas (F), car les répétitions éventuelles de {F) 
ont disparu dans (-F<), et ne peuvent se retrouver dans la tour stricte (-K<). 

Démonstration. Écrivons 

(F<) = Fo = F<o < • ■ ■ < F<„' = = L ; 

(F<) K = Eo = E^o<---< F<„, = E^ = L. 
Comme (F) est un raffinement trivial de (F<), on a 

^ '■= {Fq, . . . , Fm} = {F<o, . . . , F<m'} ; 

de même 

£ '■= {Eo, • • • , En} = {F<o, . . . , E^n'} ■ 
L'hypothèse que (E) est un raffinement de (F) signifie qu'il existe une suite finie 
d'entiers 

< jo < il < ■ • ■ < jm < n 

telle que 

Wze{0,...,m} Fi = Ej^. 
Cela implique en particulier que Ç S. Ainsi 

W e {0, . . . , m'} 3jI, e {0, . . . , n'} F<,, = F<,., . 

Fixons une suite de tels entiers : {jj'/}o<i'<m'- Elle est strictement croissante. En 
effet, raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe < i[ < i'2 < m' avec 
j'i'^ < j'i'^- On a alors E^j/^ < E^f^ par croissance de toute tour de corps. Tandis 

que, comme la tour (F<) est stricte, l'inégalité i'^ < entraine 

F<,' = F<j/ < F<j' = F<,' : contradiction. 
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Par conséquent 

< io < il < ■ ■ ■ < j'm' < n 

avec 

V/ G {0,...,m'} F<i, = E<,. . 
Or ceci exprime précisément que (-K<) est un raffinement de (F<) (Déf. & Conv. 

0(1)). □ 



Corollaire 2.4. Pour toute tour stricte (F) de L/K et tout raffinement (E) de 
(F), (-E'<) est encore un raffinement de (F). 

Démonstration. Cela découle immédiatement de ce que (-F<) = (F) (cf. Rem. 
12.21 (1)) et de la proposition 12.31 précédente. □ 



Nous énonçons maintenant un fait bien intuitif, de démonstration élémentaire 
mais subtile. Il sera précisé davantage au chapitre 4. Nous le faisons figurer ici car 
il est indispensable pour généraliser la proposition 12 . 31 aux raffinements galoisiens. 

Fait 2.5. Soient L/ K une extension quelconque, 

(F) K = F^<---<F,<---<Fm = L 

une tour de L/K, et 

(F<) K = Fq = F^o < ■ ■ ■ < F<j < ■ ■ ■ < F^m' = Fm = L 

la tour stricte associée à (F) (cf. Prop. & Déf. \ 2.1\) . Alors toute marche de (F^) 
est une marche de (F). 

Démonstration. Le résultat est trivial si K = L. Supposons L 7^ de sorte 
que l'on puisse considérer F<j+i/F<j (j G {0, . . . ,m' — 1}) une marche de (-F<). 
Comme (F) est un raffinement de (-F<), on sait 

3ij < ij+i Fi. = F^j < -F<j+i = -Fi^+i . 

Considérons l'ensemble d'entiers 

Ij+i ■.= {ie{0,...,m}\Fi = F<j+i} . 

Comme l'ensemble Jj+i 7^ puisque -^i^+i = -P'<j+i, il admet un plus petit élément, 
et nous pouvons considérer 

/ := (mm Ij+i) — 1. 

Avoir l + 1 < ij conduirait à Fi^i < Fi. qui contredit Fi. = F^j < -F<j+i = 

On a donc < < / + 1 et en particulier / > 0. D'où l'existence de Fi. La 

minimalité de / + 1 dans Jj+i interdit que Fi = -F<j+i = -Fi+i. Donc 

Fi < Fi^i = -F<j+i . 
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Comme par ailleurs F^. < Fi (puisque ij < l + 1 ij < l), on a la tour 

F<:j = Fi- < Fi < Fi+i = -F<j+i . 

Or, par définition, (F) raffine trivialement (F<) et donc 

3f e{0,...,m'} Fi = F^,,. 

Montrons maintenant que nécessairement / = j. Si tel n'était pas le cas, on 
aurait : 

- Ou bien j' < j et Fi = F^j, < F<j ; d'où 

Fi < F^j = Fi- < -F<j+i = Fi+i . 

Mais ceci pose un insurmontable problème à ij, qui ne peut ni être inférieur ou 
égal à / (par l'inégalité stricte de gauche), ni supérieur ou égal à / + 1 (par celle 
de droite) : contradiction. 

- Ou bien j + 1 < j' et F^j^i < F^j/ = Fi qui contredit directement 

Fi < Fi+i = -F<j+i . 
Il est donc prouvé que j' = j. Finalement 

(F<,+i/F<,) = (F,+i/FO 
et donc (F<j+i/F<j) est bien une marche de (F). □ 

Nous montrerons au chapitre 4, corollaire 1.6, que la réciproque est vraie : 
toute marche non triviale de (F) est une marche de (F<). 



Tirons ici du Fait 12.51 précédent l'important 

Corollaire 2.6. Soit L/K une extension galtoumhle (Chap. 2, Déf. 1.4). Four 
toute tour galoisienne 

(T) = To < • ■ ■ < ■ ■ ■ < T„ = L 

de L/K, la tour stricte (T<) associée à (T) (Prop. & Déf. \2.1\) est aussi galoi- 
sienne : 

(T<) K = To = r<o < ■ ■ ■ < r<, < ■ ■ ■ < r<„, = = L . 

Démonstration. Toute marche de (T<) est une extension galoisienne, en tant que 
marche de (T). □ 



On a vu que la notion de tour stricte associée est compatible avec celle de 
raffinement (Prop. [23]). Voyons qu'il en est de même avec la notion de raffinement 
galoisien. 
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Proposition 2.7. Soient L/ K une extension quelconque, et 
(F) K = Fo<---<F,<---<Fr^ = L 

une tour de L/K. Pour tout raffinement galoisien (Déf.\L^(4)) 
[E) K = Eo<---<Ek<---<E^ = L 

de (F), (-E'<) est un raffinement galoisien de (-F<). 

Démonstration. On sait déjà, par la proposition 12.31 que (-E'<) est un raffinement 
de 

(F<) = Fo = F<o < ■ ■ • < F<, < • ■ ■ < F<„,, =Fm = L. 

Il reste à voir que 

(E<) = = ^<o < • • ■ < < ■ ■ ■ < ^<n' =E^ = L 

vérifie la condition (RAFG) du (4) de la définition ll.3[ Notons que le Fait 12.51 
assure que toutes les marches de (-E<) sont des marches de {E) : 

V/G {l,...,n'} 3he {!,..., n} (E^i/ E^i_,) = {E^J Ek,-i) . 

Supposons qu'il existe / G {1, . . . , ra' — 1} tel que 

VjG{0,...,m'} E^i^F^,. 

(Si un tel / n'existe pas, le raffinement est trivial, donc galoisien (Fait ll.5[ (l))). En 
vertu de la démonstration de la proposition & définition 12.11 on sait par ailleurs 
que 

{F<o, . . . , -F<m'} = {-^05 • • • 5 Fm} ■ 

Dès lors on a 

VzG{0,...,m} E^iy^Fi. 

Comme E^i = E^^, c'est donc que 

VzG{0,...,m} Ek.^Fi. 

Par la condition (RAFG) du raffinement galoisien (E) de (F), on obtient finale- 
ment que 

{E<i = Ekj/'Ekj-i = E^i_i) 
ce que l'on voulait. □ 

Corollaire 2.8. Pour toute tour stricte (F) de L/K et tout raffinement galoisien 
(E) de (F), (F<) est encore un raffinement galoisien de (F). 

Démonstration. Celle du corollaire 12.41 mutatis mutandis. □ 

L'introduction des tours strictes associées nous permet d'écrire la version stricte 
suivante de la proposition 11.91 : 

Proposition 2.9. Toute tour galtourable stricte admet un raffinement galoisien 
qui est une tour galoisienne stricte. 
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Démonstration. Soit {F) une tour galtourable stricte 

(F) K = Fo§---§F,^---§F^ = L. 

La proposition 11.91 fournit une tour galoisienne 

(T) K = Fo = To < ■ ■ ■ <T, < ■ ■ ■ <Tn = L 

qui est un raffinement (nécessairement galoisien par le Fait ll.5[ (2)) de (F). La 
proposition 12 ■ 71 assure que la tour stricte associée (T<) est un raffinement galoisien 
de (F<) = (F) (Remarque I2.2[ (l)). Et le corollaire 12 . 61 certifie que (T<) est encore 
une tour galoisienne. □ 

Notons enfin le fait suivant concernant les tours strictes. 
Fait 2.10. Soient L/ K une extension et 

(F) K = Fo<--- <F,<--- <F^ = L 
une tour stricte de L/K. Pour tout raffinement trivial strict 

[E) K = Eo = Fo = Ej,<---<Ej^ = F,<---< Ej^ = F^ = L 
de (F), on a nécessairement (E) = (F) (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(3)). 

Démonstration. La tour (F) est stricte de raffinement trivial {E). Par l'unicité 
de la Prop. & Déf. 12.11 c'est donc que (F) = (F<). Or (F) étant une tour stricte, 
on a (F<) = (F) d'après la remarque I2.2[ (l). D'où la conclusion. □ 

3. Tour restreinte, tour ratio 

L'obtention de raffinements de tours de corps sera notre objet dans les chapitres 
4, 6 et 7. Nous voulons ici introduire une méthode de fragmentation qui sera 
utilisée au chapitre 7 final. La définition suivante précise la notion intuitive de 
suppression, à gauche ou à droite, des corps d'une tour donnée. 

Définition 3.1. Soient L/K une extension quelconque et 

(F) = Fo < ■ ■ ■ < Fi < ■ ■ ■ < F^ = L 

une tour de L/K. Pour tout indice fixé r G {0, . . . ,m}, nous appelons : 
(1) "Tour restreinte de (F) à l'indice r", et nous notons 

{reSr{F)) 

la tour obtenue en supprimant dans (F) les r premiers corps, i.e. Fq, Fi, . . . , F^-i : 



(res,(F)) F, <---<Fi<---<F^ = L 
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(2) "Tour ratio de {F) à l'indice r", et nous notons 

{ratr{F)) 

la tour obtenue en supprimant dans (F) les m—r derniers corps, i.e. -F^+i, . . . , Fm : 

{ratriF)) K = Fo < ■ ■■ < Fi < ■ ■ ■ < Fr . 

(3) "Tour inflatée à L de (ratr.(F))", et nous notons 

{mfL{ratr{F))) ou {inhAF)) 

la tour obtenue en conservant tous les corps Fi de {ratr{F)) sauf le dernier, que 
l'on remplace par L : 

{infL,r{F)) K = Fo<---<F,<---<Fr-i<L. 

(4) Lorsque la tour (F) est stricte (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1)), on écrit 
par abus de notation (resp^iF)) (resp. {ratF^{F))) au lieu de {reSr{F)) (resp. 
{ratr{F))). 

Pour fixer les idées, donnons l'immédiat 

Fait 3.2. Dans les notations de la définition \3.1[ et en convenant d'écrire (K) 
(resp. (L)) la tour réduite au seul corps K (resp. L), on a : 

(reso(F)) = (F) , (res™(F)) = (L) ; 

(rato(F)) = (K) , M^(F)) = (F) ; 

(m/i,o(F)) = (L) , (mA,„(F)) = (F) . 

La proposition suivante justifie les définitions qui précèdent. 
Proposition 3.3. Soient L/ K une extension quelconque et 
(F) = Fo < • ■ ■ < F, < ■ ■ ■ < F„ = L 

une tour de L/ K. Soit r un entier fixé quelconque dans {0, . . . , m}. 

(1) Pour tout raffinement 

(F) K = Eo<---<E,, = F^ = K <---<E,^ = Fi<... 

■ ■ ■ < Ej^ = Fj. < ■ ■ ■ < Ej^ = Fjn = L<---<En = L 

de (F) (cf. Rem. ÏT7R ( 2)). la tour restreinte (resp. ratio) à l'indice jr de (E), i.e. 
[reSjXE)) {resp. {ratj^{E))^, est un raffinement de {reSr{F)) {resp. {ratr{F))^. 

(2) Réciproquement, pour tout raffinement {S) de {reSr{F)) et tout raffinement 
{R) de {ratr{F)), il existe un unique raffinement (F) de (F) tel que l'on ait à la 
fois {res.XE)) = (S) et {rat,^{E)) = (R). 
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Démonstration. (1) Puisque {E) raffine (F), on a par définition (Déf. & Conv. 

0(1)) 

^ < 3q < ■ ■ ■ < ji < ■ ■ ■ < jr < ■ ■ ■ < jm < n 

avec 

Vïe{0,...,m} F, = Ej^. 

Alors à l'évidence 

jr < jr < ■ ■ ■ < jm < n (rCSp. < jo < ■ ■ ■ < jr < jr ) 

avec 

VzG{r,...,m} Fi = Ej^ (resp. VîG{0,...,r} F, = E,^ ) . 
Ceci établit directement que 

(res,v(F)) Fr- = Ej,.<---<E,^ = Fi<---<E,<... 

• • ■ < = Fjn = L < ■ ■ ■ < En = L 

( resp. (rat,v(^)) = = i^o < ■ ■ ■ < = ^^o = ^ < • • • 

■■■<E,^ = F,<---<E^<---<E,^ = F, ) 

est un raffinement de 

(res,(F)) F, < ■ ■ ■ < Fi < ■ ■ ■ < F„ = L 

(resp. {ratr{F)) K = Fq < ■ ■ ■ < F^ < ■ ■ ■ < Fr ). 
(2) Écrivons : 

(5) F, = 5*0 < ■ ■ • < 5fc < ■ ■ ■ < S'p = L 

(R) K = Ro<---<Ri<---<Rg = Fr. 
Comme (S) (resp. (Rj) raffine (reSr(F)) (resp. (ratr(F))), on a par définition 

< K < ■ ■ ■ < < p (resp. < Iq < ■ ■ ■ < Ir < q ) 

avec 

Vz G {r, . . . , m} Fj = 5"^^ (resp. Vi G {0, . . . , r} Fj = i?,^ ) . 
Posons : 

VjG{0,...,g} Ej:=R,, Vj G {g + 1, . . . , g + E^ := Sj.g ; 
Vz G {0, . . . , r - 1} ji := k , jr ■= q , Vi G {r + 1, . . . , m} ■= q + h . 
On a la suite d'indices 

< jo = ^0 < • ■ ■ < jr-l = lr-1 < jr = q < jr+1 = q + K+l < ■■■ 

■■■<jm = q + km<q+P- 

En effet 

Ir-l <lr<q jr-l < jr 

et 

< kr < kr+l =^ jr = q^q + kr<q + k^+l = jr+1 ■ 
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Tout ceci avec 

VïG{0,...,r-l} F, = Ru=Ei^=E,^ 

Fr = Rq = Eq = Ej^ 

Vï e {r + 1, . . . , m} Fi = Sk, = Eq+k, = Ej. 
(ce dernier cas car 

< kr < K+i < ki < p =^ 1 < ki < p =^ q + l<q + ki<q + p). 

Finalement, il est prouvé que 

Vz G {0, . . . , m} F, = Ej^ 

ce qui exprime que (E) est un raffinement de (F). 

Montrons enfin que cette tour (E) vérifie bien les conditions souhaitées. Posons 
n := q + p. D'après la définition 13. Il 

{resj,XE)) Fr= Ej^=q < Eq+i < ■ ■ ■< Ej < ■ ■ ■ < En = L 

^ 'S'i < ■ • ■ < Sk=j-q < ■ ■ ■ < Sp 

ce qui exprime que {reSj,,{E)) = (S). De même, trivialement 

(ratjv(^)) K= Eo <■■■< Ej <■■■< Ej,.=q = F, 

^0 ^ ■ ■ ■ ^ Rj ^ ■ ■ ■ ^ Rq 

ce qui exprime que {ratj^{E)) = (R). 

Prouvons maintenant l'unicité de l'énoncé du (2). Soit {E') une tour de corps 
telle que {reSj^{E')) = (S) et {ratjXE')) = (R). Si l'on désigne par n' la hauteur 
de {E'), la première de ces deux égalités implique directement que 

n' = jr + p = n . 

Il faut prouver que Ej = Ej pour tout j G {0, . . . , m} (cf. Chap. 2, Déf. & Conv. 
1.1.(3)). 

- Si j G {0, . . . , g = jr} 

{rat,XE')) E', <■••< E'^ <■■■< F^ 

{R) Ro <■■■< Rj <■■■< Rjr 

d'où 

VjG{0,...,g} E'^=R,=E,. 

- Si j G {g + l,...,g + p = n} 

{res.XE')) El < E^^, <•■■< E'^ <■■•< K 

{S) So < Si <■■■< S,-q <■■■< S, 
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d'où 

Wj e{q + l,...,n} E'^ = S,., = E^. 
Ceci achève la démonstration de la proposition I3.3[ □ 

Quelle est maintenant la version de la proposition 13.31 pour les raffinements 
propres ou les raffinements galoisiens ? Nous aurons besoin du 

Lemme 3.4. Soient L/K une extension quelconque, 

(F) K = Fo<Fi<---<Fi<---<Fm = L 

une tour de L/K, et r un entier fixé dans {0, . . . ,m}. Pour tout raffinement 

(E) K = Eo<---<Ej, = Fo = K <---<Ej^ = Fi<---<Ej<... 

■ ■ ■ < Ej^ = Fm = L<---<En = L 

de (F), on a les implications suivantes : 

(1) Vj G {!,...,> -1} (3z G {r + l,...,m} Ej = F^) E, = F^ . 
(1-1) VjG{l,...,j,-l}, 

(Vz G {0, . . . ,r} Ej ^ Fi) ^ (Vz G {0, . . . ,m} Ej ^ F,) . 

(1-2) ( 3jG{l,...,>-l} VîG{0,...,r} E,^F,) 

( 3jG{l,...,n-l} WG{0,...,m} Ej ^ F,) . 

(2) Vj G {j, + l,...,n-l} {3ie{0,...,r-l} E, = F^) Ej = F^ . 
(2-1) VjG{jV + l,...,n-l}, 

(Vî G {r, . . . ,m} E, ^ F,) ^ (Vz G {0, . . . ,m} E.j ^ F,) . 

(2-2) ( 3jG{> + l,...,n-l} VzG{r,...,m} E, ^ F,) 

( 3jG{l,...,n-l} VïG{0,...,m} Ej ^ F^) . 
Démonstration. (1) Par la croissance des suites {-Fî}o<i<m et {-E'j}o<j<n, 

Et < i^r+l ^ Ei = Ej < Ej^.^i < Ej^ = Fr =^ -Ej = -Fr ■ 

(1-1) Soit j G {1, . . . ,jr — l} tel que Ej ^ Fi pour tout i G {0, . . . ,r}. Raisonnons 
par l'absurde en supposant 

3iG{0,...,m} Ej = Fi. 

Comme {0, . . . , m} = {0, . . . , r} U {r + 1, . . . , m}, 
- ou bien 

(3 2 G {r + 1, . . . , m} = Fj) et Ej = Fr d'après (1) : contradiction ; 
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- OU bien 

(3 i G {0, . . . , r} Ej = Fi) qui contredit notre hypothèse. 
D'où la conclusion voulue. 

(1-2) Cela découle du (1-1) en prenant le même indice 

jG{l,...,>-l}Ç{l,...,n-l} 
des deux côtés de l'implication. 

(2) Fr = Ej^ < -KjV+l — = Fi ^ -Pr-l ^ Fj. =^ Ej = Fr . 

(2-1) On raisonne par l'absurde comme dans la démonstration du (1-1) ci-dessus 
en considérant j E {jr + 1, ■ ■ ■ ,n — 1} tel que Ej ^ Fi pour tout i G {r, . . . , m}. 
Ne pas avoir le résultat annoncé conduit à une contradiction, ou bien par le (2) 
précédent, ou bien directement par hypothèse. 
(2-2) Il découle quant à lui du (2-1) en prenant le même indice 

j G {jV + l,...,n-l} Ç {l,...,n-l} 

des deux côtés de l'implication. □ 



Avec la proposition 13.31 et le lemme [331 précédent, nous pouvons énoncer la 
Proposition 3.5. Soient Lj K une extension quelconque et 
{F) K = Fo<---<F,<---<Frn = L 

une tour de L/K. Soit r un entier fixé quelconque dans {0, . . . , m}. 

(1) Pour tout raffinement propre (Déf. & Conv. ÏLl[ (2)) (E) de (F), 

- ou la tour restreinte {reSj^{E)) à l'indice jr de (E) est un raffinement propre 
de {reSr{F)) ; 

- ou la tour ratio {ratj^{E)) à l'indice jr de (E) est un raffinement propre de 
{ratr{F)). 

(2) Réciproquement, pour tout raffinement {S) de {reSr{F)) et tout raffinement 
(R) de {ratr{F)), tels que (R) ou (S) soit un raffinement propre, l'unique raffi- 
nement (E) induit par (R) et (S) (cf. Prop. \3.3\. (2)) est un raffinement propre 
de {F). 

Démonstration. (1) On se place dans les notations de la démonstration de la 
proposition 13. 3[ Notre hypothèse signifie que (Déf. & Conv. [Ln (2)) 

3j G {l,...,n-l} VîG{0,...,m} Ej ^ Fi ; 

donc Ej 7^ Fi pour tout i dans {0, . . . , r} ou {r, . . . , m}. Or j ^ jr car sinon 
Ej = Ej^ = Fr : contradiction. Donc 

- ou bien 

3j E{l,...,jr-l} VîG{0,...,r} Ej^F, 
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ce qui exprime que la tour ratio {ratj^.{E)) est un raffinement propre de {ratr{F)) ; 

- ou bien 

3 j G {> + 1, . . . , n - 1} Vi G {r, . . . , m} Ej ^ Fi 

ce qui exprime que la tour restreinte {reSj^{E)) est un raffinement propre de 
(reSriF)). 

(2) Les notations sont celles de la démonstration du (2) de la proposition 13.31 : 
(S) Fr = So<---<Sk<---<Sp = L 

(R) K = Ro<---<Ri<---<Rg = Fr. 

- Dire que (S) est un raffinement propre de {reSr{F)) signifie 

3ke{l,...,p-l} VzG{r,...,m} Sk Fi . 
Donc pour j := q + k, 

3je{q + l=jr + l,...,q + p-l = n-l} ViG{r, ...,m} Sj^g^Fi. 
Mais, pour un tel j, on a posé Ej := Sj-q. Ainsi 

3 j G {jV + 1, . . . , n - 1} Vi G {r, . . . , m} Ej ^ Fi . 
D'après le (2-2) du lemme lXH on en déduit que 

3j e{l,...,n-l} VïG{0,...,m} Ej ^ F, 
ce qui exprime exactement que (E) est un raffinement propre de (F). 

- De la même façon, dire que (R) est un raffinement propre de {ratr{F)) signifie 

3/G {l,...,g-l} VîG{0,...,r} Ri ^ F, . 
Donc pour j := /, 

3jG{l,...,g-l=j;-l} VzG{0,...,r} E, = R^ ^ F, . 
D'après le (1-2) du lemme lXH on en déduit que 

3j G {l,...,n-l} VîG{0,...,m} Ej ^ F, 
ce qui exprime encore une fois que [E) est un raffinement propre de [F). □ 

Voici l'analogue galoisien de la proposition I3.3[ 

Proposition 3.6. Dans les notations respectives de la proposition \3.3\ : 

(1) Pour tout raffinement galoisien (E) de (F), la tour restreinte {reSj^{E)) 

(^resp. la tour ratio {ratj^(E))^ est un raffinement galoisien de {reSr{F)) (^resp. 
(rat, (F))). 

(2) Réciproquement, pour tout raffinement galoisien (S) de {reSr{F)) et tout raf- 
finement galoisien (R) de {ratr{F)), il existe un unique raffinement galoisien 
(E) de (F) tel que l'on ait à la fois {reSjXE)) = (S) et {ratj^{E)) = (R). Ce 
raffinement est celui de la proposition I3'.3t 



74 3. RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPS 

Démonstration. (1) Par définition d'un raffinement galoisien (Déf. ll.3[ (4)). la tour 
{E) vérifie la condition 

(RAFG) Vj G {1, . . . , n - 1} ( Vi G {0, . . . , m} Ej^Fi) Ej^i < Ej . 

- Considérons j G {1, — 1} tel que Ej ^ Fi pour tout i G {0, . . . , r}. D'après 
le (1-1) du lemme \3M 

VzG{0,...,m} Ej^Fi, 

d'où Ej-i < Ej par la condition (RAFG) ci-dessus. Ceci prouve que {ratj^{E)) 
est un raffinement galoisien de {ratr{F)). 

- Considérons j G {j,, + 1, . . . , — 1} tel que Ej ^ F^ pour tout i E {r, . . . , m}. 
D'après le (2-1) du lemme [33, 

VzG{0,...,m} Ej^Fi, 

d'où Ej_i < Ej par la condition (RAFG). Ceci prouve que {reSj^{E)) est un 
raffinement galoisien de {reSr{F)). 

(2) Les notations sont celles du (2) de la proposition 13.31 : 

(S) Fr = So<--- < Sk<--- < Sp = L 

(R) K = Rq<--- <Rl<-- - <Rq = Fr . 

Prouvons que le raffinement {E) qui y est construit est nécessairement galoisien. 
Soit j G {l,...,n-l} = {l,...,>-l}U{>}U{> + l,...,n-l} tel que E,- ^ F, 
pour tout i G {0, . . . On ne peut pas avoir j = jV- puisque Ej^ = F^. Par 
conséquent : 

- ou bien j G {1, — 1 = 9 — 1} et l'on a en particulier 

VïG{0,...,r} Rj = Ej^F,. 
La condition (RAFG) vérifiée par {R) assure alors que 

Ej-i = Rj~i < Rj = Ej ; 

- ou bien j E {jr + l = q + 1, ■ ■ ■ , n — 1 = q + p — 1} et pour k := j — q 

Vï G {r, . . . , m} Sk = Ej ^ Fi . 

La condition (RAFG) vérifiée par (S) assure alors que 

Ej^i = Sk~i ^ Sk = Ej . 

Dans tous les cas donc, Ej^i < Ej ce qui exprime que (E) est un raffinement 
galoisien de (F). □ 



Les propositions 13.51 et 13.61 se combinent en la proposition suivante pour les 
raffinements galoisiens propres. 
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Proposition 3.7. Soient L/ K une extension quelconque et 
(F) K = Fo<---<F,<---<F^ = L 

une tour de L/K. Soit r un entier fixé quelconque dans {0, . . . , m}. 

(1) Pour tout raffinement g aloisien propre (E) de (F) (Déf. & Conv. ÏTJ[ (2)) 

- ou la tour restreinte {reSj^{E)) à l'indice jr de (E) est un raffinement galoisien 
propre de {reSr{F)) ; 

- ou la tour ratio {ratj^,{E)) à l'indice jr de {E) est un raffinement galoisien 
propre de {ratr{F)). 

(2) Réciproquement, pour tout raffinement galoisien (S) de {reSr{F)) et tout raf- 
finement galoisien (R) de {ratr{F)), tels que (R) ou (S) soit un raffinement 
propre, l'unique raffinement (E) induit par (R) et (S) (cf. Frop. Ï37^ (2)) est un 
raffinement galoisien propre de (F) . 

Démonstration. (1) Par le (1) de la proposition 13.61 {reSj^{E)) et {ratjXE)) sont 
des raffinements galoisiens. Le (1) de la proposition 13.51 assure que l'un ou l'autre 
est un raffinement propre. C'est donc que {reSjXE)) ou {ratjXE)) est un raffi- 
nement galoisien propre. 

(2) Par le (2) de la proposition l3.6l {E) est un raffinement galoisien de (F). Le (2) 
de la proposition 13 . 51 assure que {E) est un raffinement propre de (F). Autrement 
dit, {E) est un raffinement galoisien propre de (F) (cf. scholie de la Déf. 11.31 ). □ 



Chapitre 4 

PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATION 



En théorie des groupes, on connaît les deux célèbres théorèmes : 

Théorème de Schreier ([36], [Î6]) 

Deux suites normales d'un même groupe admettent des raffinements équivalents. 

Théorème de Jordan-Hôlder (fî8], [H], [l6] ) 

Soit G un groupe admettant une suite de composition. 

(i) Toute suite normale stricte de G admet un raffinement qui est une suite de 
composition de G. 

(a) Deux suites de composition de G sont équivalentes. 

En lieu et place d'un groupe G, nous considérons ici une extension galtourable 
L/K. Nous remplaçons les suites normales de G et ses suites de composition par 
les tours galoisiennes de L/K et ses "tours de composition". Notre but dans ce 
chapitre 4 est d'établir un analogue galoisien aux théorèmes de Schreier et de 
Jordan-Hôlder. Pour cela, nous dévissons, nous dissocions les tours galoisiennes 
de L/K autant que nécessaire de façon à obtenir des "tours équivalentes" (de 
marches à groupes de Galois isomorphes à l'ordre près) qui n'admettent aucun 
raffinement galoisien propre. Nous appelons "théorèmes de dissociation" les théo- 
rèmes ainsi obtenus, et nous les généraliserons dans le chapitre 7 final à toutes 
les extensions algébriques finies. 

1. Tours de composition galoisiennes, 

tours galoisiennes équivalentes 

Définition 1.1. Soient L/K une extension galtourable et 

(F) K = Fo<---<F^<---<F^ = L 
une tour galoisienne de L/K. 

(1) Nous disons que (F) est "une tour de composition galoisienne de L/K" si et 
seulement si elle est stricte et n'admet aucun raffinement galoisien propre. 

(2) Soit 

{E) K = Eo<--- <Ej <■■■ <En = L 

une autre tour galoisienne de L/K. Nous disons que (E) et (F) sont "équiva- 
lentes", et nous notons (E) ~ (F), si et seulement si elles ont même nombre de 

77 



78 4. PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATION 

marches : m = n, et si, à permutation près, les groupes de Galois de ces marches 
sont isomorphes (topologiquement en degrés infinis) : 

3a e Sm G {1, . . . ,m = n} Gal{Fi/Fi_i) ^ Gal{E„(^i)/E^(^iyi) . 

Un cas très particulier de cette définition est fourni par le 

Fait 1.2. L'extension triviale L = K admet une tour de composition galoisienne 
et une seule, celle à zéro marche : 

(C) K = Fo = L. 

Démonstration. D'après le (1) de la définition & convention 1.1 du chapitre 2, 
la tour triviale (C) est stricte. Raisonnons par l'absurde en supposant que (C) 
admette un raffinement galoisien propre 

(E) K = Eo<- ■ ■ <Ej^^ = Fo<-- - <Ej ■ < En = L . 

Par la condition (RAF3) de la définition & convention 1.1 du chapitre 3, 

3j e{l,...,n-l} VîG{0,...,m} Ej ^ F^ . 

En particulier Ej ^ Fq = K. Dès lors, par la croissance de (£'), 

K = Eq < Ej < En = L = K ; 

d'où Ej = K : contradiction. Il est donc établi que (C) est une tour de composition 
galoisienne. Montrons que (C) est l'unique tour de composition de L/K. Soit (C) 
une tour de composition galoisienne de L/K de hauteur m'. Comme [L : K] = 1, 
on déduit du Fait 1.3 du chapitre 2 que nécessairement m' = 0. Donc (C) est la 
tour triviale et par conséquent (C) = (C). □ 



La définition 11.11 précédente sera étendue au chapitre 7 aux tours quelconques 
d'une extension finie via la notion de "tour d'élévation". En particulier, il ne 
suffira pas d'y enlever les qualificatifs "galoisiens". 

En théorie des groupes, on connaît la 

Proposition. Pour qu'une suite normale soit de composition, il faut et il suffit 
que chacun de ses facteurs soit simple. 

Voici son analogue galoisien : 

Proposition 1.3. Soit L/K une extension galtourahle quelconque. Pour qu'une 
tour galoisienne de L/K soit de composition (cf. Déf. il faut et il suffit 

que chacune de ses marches soit galsimple (Chap.2, Déf. 1.6.(2)). 
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Démonstration. Montrons d'abord que l'équivalence est vraie pour l'extension 
triviale L = K. Par le Fait 11.21 celle-ci admet une tour de composition et une 
seule, celle à zéro marche : 

(C) K = Fo = L. 

Soit donc (F) une tour de composition galoisienne de L = i^. Comme (F) = (C), 
la galsimplicité des marches de (F) est vérifiée puisqu'il n'y en a pas. 

Inversement, soit (F) une tour de L/K dont toutes les marches sont galsimples. 
Si (F) était de hauteur non nulle, elle admettrait donc une marche stricte : 
contradiction. Finalement (F) est de hauteur nulle ; c'est la tour de composition 
galoisienne (C). 

Supposons maintenant l'extension L/K non triviale, et soit 

(F) K = Fo<---<Fi<Fi+i<---<F^ = L 

une tour galoisienne de L/K. Supposons que (F) soit une tour de composition 
galoisienne et que l'une de ses marches Fjg+iy Fj^ ne soit pas galsimple. Par 
définition de la galsimplicité et le fait que la marche est galoisienne, il existe un 
corps F tel que 

Fi, < F < Fi^+i . 
Soit alors (F) la tour définie par 

Vj G {0,...,Zo} Ej = F, 

Vj G {ïo + 2,...,m + l} Ej = F^_, 
i.e. 

(F) K = Fo<- ■ ■<Ei, = Fi„<F,„+i = F<F,„+2 = Fi,+,<- ■ ■<F„+i = F^ = L . 

Comme elle est galoisienne, cette tour (F) est un raffinement galoisien de (F) 
(cf. Chap. 3, Fait 1.5.(2)). De plus 

r VïG {0,...,îo} (Fi<F,„<F) ^ Fi^F 
\ G {ïo + l,...,m} (F<F,„+i<Fi) ^ Fi^F. 

Donc (F) est un raffinement propre de (F). On a ainsi construit un raffinement 
galoisien propre de (F) : contradiction, puisque (F) est de composition. 

Inversement, supposons que toutes les marches de (F) soient galsimples. Elles 
sont donc en particulier toutes non triviales, et la tour (F) est stricte. Raisonnons 
par l'absurde en supposant l'existence d'un raffinement galoisien propre (F) de 
(F). D'après la proposition 1.7 du chapitre 3, c'est une tour galoisienne : 

(F) K = Eo = Fo<---<Ej^ = Fi<---<E,<---<En = F^ = L. 

De plus, par la définition et convention 1.1.(2) du chapitre 3, l'ensemble 

{j G {l,...,n-l} I VïG{0,...,m} F, ^ F,} 
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est non vide. Notons / son plus petit élément. Deux cas : 

- ou bien / — 1 = 0, Ei^i = Fq ; 

- ou bien / — 1 > 1 et par minimalité de l, il existe k dans {0, . . . , m} tel que 
Ei-i = Fk- 

Donc dans tous les cas 

3A; G {0,...,m} Ei^i = Fk . 
On n'a pas Ei_i = F^ car alors 

Fm = Ei_i < El < L = Fm =^ El = Fm : contradiction. 

Donc 

3fc G {0,...,m- 1} Ei_^ = Fk. 
Rappelons que -Ej^+i = -Ffc+i, et minorons à partir de là l'indice jk+i : 

- si jfc+i < ^ - 1, 

Fk+i = Ej^^^ < Ei^i = Fk < Fk+i (car (F) est stricte) : absurde ; 

- si jk+i = l, i^fc+i = El : contradiction par définition de /. 
On a donc nécessairement jk+i > / + 1, de sorte que 

Fk = Ei_i < El < Ei^i < ■ ■ ■ < Eji^^^ = Fk+i . 
Retenons en particulier que 

Fk = Ei^i < El < Fk+i ■ 

Mais la marche Ei/Ei_i est galoisienne {{E) est une tour galoisienne) ; donc 
l'extension Fk+i/Fk n'est pas galsimple : contradiction. □ 

Le corollaire suivant prouve la compatibilité de la notion de tour de composition 
avec l'équivalence des tours galoisiennes. 

Corollaire 1.4. Soit L/K une extension galtourable et (T), (T') deux tours ga- 
loisiennes de L/K. On suppose que (T) et (T') sont équivalentes (cf. Déf. 
Alors (T) est de composition si et seulement si (T') est de composition. 

Scholie. Nous montrerons qu'une extension galtourable n'admet une tour de com- 
position galoisienne que lorsqu'elle est finie (cf. 2^™^ théorème de dissociation : 
Th. [421). 

Démonstration. Posons 

(T) K = To<---<T,<T,+,<---<T^ = L, 

(T') K = T^<---<T'<T'^<---<T^ = L. 
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Supposons que (T) ne soit pas de composition et prouvons qu'il en est ainsi de 
(T'). Par la proposition 11.31 précédente, au moins une marche de (T) n'est pas 
galsimple : 

3îG{l,...,m} Ti\r,_i. 

Ceci signifie, par définition de la galsimplicité (Chap. 2, Déf. 1.6.(2)), 

- ou bien que Tj = Tj_i ; 

- ou bien qu'il existe un corps intermédiaire F tel que 

T,_i <F<Ti, 
et donc, par la bijection de Krull classique, 

Gal{Ti/Ti^i) Gal{Ti/F) > 1 . 
On sait qu'il existe a G Sm (Déf. Il.ip tel que 

Ga/(T,/T,_i) ^ Gal{Z^^/Z^^_,) . 

Donc 

- ou bien, dans le premier cas, T'^(i) = ^^(i)-! 5 

- ou bien, dans le deuxième, l'image H de GaliT-jF) par cet isomorphisme 
topologique est telle que 

Gal{Z^)/Z^)^,)>fH>\. 

On en déduit, par la réciproque de la bijection de Krull classique, la tour 

Dans les deux cas, (T') a une marche qui n'est pas galsimple, et par la proposition 
Il .31 précédente. (T') n'est pas de composition. □ 



Il arrive que l'on ne sache pas décider si une tour est stricte ou pas. Dans la 
quête de tours équivalentes strictes, la proposition suivante y remédie. 

Proposition 1.5. Soit L/K une extension galtourable. Pour toutes tours galoi- 
siennes de L/K 

(F) K = Fo<---<F,<---<F„, = L 

et 

{E) K = Eo<---<Ek<---<E^ = L 
équivalentes, les tours strictes associées (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1) 
(F<) = Fo = F<o < ■ ■ ■ < F<,- < • ■ ■ < F<„, = F„ = L 

et 

(E<) = = F<o < ■ ■ ■ < F<i < • ■ ■ < F<n' = E^ = L 

sont équivalentes. 
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Démonstration. On sait déjà, par le corollaire 2.6 du chapitre 3, que (-E'<) et (F<) 
sont bien des tours galoisiennes (ce qui justifie leur notation dans l'énoncé). Il 
nous reste ainsi à montrer qu'elles sont équivalentes. Pour cela, prouvons que 
pour tout j dans {1, . . . , m'}, il existe un unique entier ij dans {!,..., m} tel que 
l'on ait 

F<j — Fi- et F^j-i — Fij-i ■ 

L'existence d'entiers vérifiant l'une ou l'autre condition est claire. Examinons tout 
d'abord l'existence et l'unicité d'un entier vérifiant les deux conditions simulta- 
nément. 

Soit j G {1, . . . ,m'} quelconque mais fixé. Dans la démonstration du Fait 2.5 
du chapitre 3, on a vu que l'entier 

ij := min{i G {0, . . . , m} \ Fi = F^j} 

(toujours > 1) convient. Prenons un entier G {1, . . . ,m} convenant également. 
La première condition assure que F^i = F^j, et la minimalité de ij fournit alors 

ij < i' . 

Dès lors, si ij ^ i', on a < i' — 1 ; et par croissance de (F) et stricte croissance 
de (F<) 

F<j-i < F^j — Fi- < . 
Mais F^j_i < -Fj/_i signifie en particulier que i' ne convient pas. C'est donc 
que ij = i' . Comme par définition Fj^-i = F<j-i < F<j = , nous pouvons 
considérer l'application 

<èp : {!,..., m'} G {!,..., m} | F^ F^.,} 

j ' — ' ^fU) ■■= ij ■ 

On a 

Vi G {1, ... , m'} = F<j , F^^^j^i = F<j_i . 

Montrons maintenant que est une bijection. 

o est injective : 

Comme l'ensemble de départ de est totalement ordonné, il nous suffit de 
prouver que ^p est strictement croissante. Puisque la tour (F<) est stricte 

J < f ^ F<j < F<j, 
^ F^fU) < -^*fO-')- 

Ceci implique 

*f(j) < $f(/) . 

En effet, si $f(/) < ^p{j), on aurait par la croissance de {-Pi}{o<î<m}5 

F^p.{j') < F$^(j) : contradiction. 

En résumé 

j < f =^ ^p{j) < ^p{j') , 
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ce qui prouve l'injectivité de <î>i?. 
o est surjective : 

Soit un entier i quelconque mais fixé dans {1, . . . , m} tel que Fi ^ Fi^i. Comme 
(F) raffine (F<) trivialement (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1 ), on a, par la condition 
(RAFT) (Chap. 3, Déf 1.3.(2)) 

3j e{0,...,m'} F, = F^j. 

Observons tout d'abord que j ne peut être nul. En eff'et 

j = K = Fq< < Fi = F<o = K K < K : contradiction. 

C'est donc que j G {1, . . . , m'}. On peut ainsi considérer son image par '■ soit 
ij := ^fU)- Par définition de $F(j), Fi_. ^ Fij-i et F^. = F^j = F^. Supposons 
que les entiers ij et i soient diff'érents. Deux cas se présentent : 

- ou bien 

ij < i ^ ij < i — 1 =^ Fi^ < < Fi = Fi^ : absurde ; 

- ou bien 

i < ij ^ i < ij — 1 =^ Fi < Fi.^i < Fi- = Fi : absurde. 

On vient bien de montrer que i = ij = $i?(j). Ceci étant vrai pour tout i dans 
{1, . . . , m} tel que Fi ^ Fi^i, on a prouvé la surjectivité de <î>i?. 

Nous avons besoin pour la suite de l'analogue pour de $^7, à savoir la bijection 
définie par 

: {l,...,n'} {ke{l,...,n} \ ^ Ek-i} 

l ^ ^Eil) ■■= h 

où kl est l'unique entier vérifiant 

Eki = E^i et Eki-i = 1 . 

Nous avons fait l'hypothèse que les tours galoisiennes (E) et (F) sont équiva- 
lentes : (E) ~ (F), ce qui signifie (Déf. Il.l[ (2)) que m = n et 

3a e S„, \/i e {1, . . . ,m = n} Gal{Fi/Fi_i) ^ Gal{E^(^i)/E^(^iyi) . 

Pour prouver que (F<) ~ (F<), notons tout d'abord le banal, mais décisif, argu- 
ment de théorie de Galois : 

Fi/Fi_i non triviale <^ Gal{Fi/Fi_i) ^ 1 

^ Gal{E„ii)lE,i^O-x) ^ 1 
■v^ Efji^i-)/ E^(j_)_i non triviale. 

Nous pouvons donc considérer la restriction a\ de a aux marches non triviales : 

a\ : {i e {!,..., m = n} \ Fi^Fi^i} — > {ke {!,..., n} \ E^ ^ Ek-i} 
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Puisque a est surjective, l'équivalence ci-dessus assure que a\ est également surjec- 
tive. L'injectivité de a\ est une conséquence directe de celle de a. Par conséquent, 
0"! est aussi une bijection. 

Considérons dès lors le composé des bijections 

r := o (T| o $^ : {l,...,m'} — > {!,..., n'} 

Comme r est encore une bijection, on a en particulier m' = n' et r G Sm'- 
Ainsi, par les conditions que vérifie ^fU) et la propriété de définition de cr, on a 
pour tout j G {1, . . . , m'} 

Gal{F^j = F$^(j)/F<j_i = — > G'a/(i?o-(<ï.f^(j))/-Eo-($^(j))-i) , 
et la marche étant non triviale 

— > Ga/(i?^i($^(j))/-E'CT|($^(j))_i) 

= ^"^(-^<ï'B(*^^oa|o4.f.(j))/-^<Ï.B('î'Ë'°'^l°*f'(i))-l'*' 

Enfin par les deux conditions que vérifie ^e{^e^ o a\o ^p(j)) 
Gal{F^j/F^j^i) — > <^o^(-^<<î.-ioa|o<i.f.o)/-^<<ï.-ioa|o<î.j.(j)-i) 

Gal{E<rij)/E<r{j)-l)- 

Ceci prouve exactement que (-£'<) ~ (-^<)- D 

Corollaire 1.6. Dans les notations de la proposition \1.5l toute marche non tri- 
viale de (F) est une marche de (-F<). 

Démonstration. C'est ce qu'exprime la surjectivité de l'application de la dé- 
monstration de la proposition ll.Si □ 



2. Le cas des extensions galoisiennes 

Dans le cas particulier des extensions galoisiennes, les résultats auxquels nous 
voulons aboutir (cf. introduction du présent chapitre) sont des conséquences di- 
rectes de leurs analogues pour les groupes. Les quatre propositions suivantes ne 
se limitent pas à des extensions finies. 

Proposition 2.1. Toute suite normale du groupe de Galois d'une extension ga- 
loisienne quelconque induit une tour galoisienne de cette extension. Précisément, 
soit LyK une extension galoisienne de groupe G := Gal{L/K). Pour tout suite 
normale 

{S) G = Go > ■ ■ • > G, > G,+i > ■ ■ ■ > G„ = 1 , 
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posons Ti := L^^ {i = 0, ... ,171). On a alors la tour galoisienne de L/" K 

(T) = To < • ■ ■ < T, < r,+i < ■ • • < r„ = L . 
Nous disons que la tour galoisienne (T) est induite par la suite normale {S). 
Démonstration. Que (T) soit une tour de L/K est trivial car 
G. > Gi+i Ti = L^' < L^'+^ = Ti+i . 

Prouvons qu'elle est galoisienne. Par le (1) de la proposition 3.1 du chapitre 1 

au sens de la topologie de Krull de G ; d'où 

'Gi = Gal{L/L^^) > Gal{L/L^^+') = G~^i 

i.e. Gal{L/Ti)>Gal{L/Ti^i) ce qui signifie que l'extension Ti+i/Ti est galoisienne 
= 0, . . . , m — 1). Toutes les marches de (T) étant galoisiennes, la tour (T) est 
galoisienne par définition (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(2)). □ 

Proposition 2.2. Tout raffinement d'une suite normale du groupe de Galois 
d'une extension galoisienne induit un raffinement galoisien de la tour galoisienne 
correspondante de l'extension. 

Précisément, soient L/'K une extension galoisienne quelconque de groupe G := 
Gal{L/K), 

[S) G = Go > ■ ■ ■ > G, > Gi+i > ■ ■ ■ > G™ = 1 
une suite normale de G, et 

(T) K = To < ■ • ■ < < Ti+i < ■ ■ • < = L 
la tour galoisienne de L/K induite par {S) (Prop. \2.1\) . Pour tout raffinement 

{S') G = G[, > ■ ■ • > g; > g;+i > • • ■ > g'„, = 1 

de (S) (cf. |34l p.l20]j, la tour galoisienne 

(T') K = < ■ ■ ■ <Tj <Tj^^ < ■ ■ ■ <T'^, = L 
induite par (S") est un raffinement galoisien (cf. Chap. 3, Déf. 1.3.(4)) de (T). 

Démonstration. Par définition d'un raffinement d'une suite normale de groupe, 
on a m < m' et l'existence d'une suite d'entiers 

< jo < ji < ■ ■ ■ < jm < m' 

telle que 

Vi G {0, . . . , m} G, = g;. . 
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Dès lors, on a directement 

Vze{0,...,m} L^' = I^'h 



Donc (T') raffine (T). Le Fait 1.5.(2) du chapitre 3 nous permet de conclure : la 
tour galoisienne (T') est un raffinement galoisien de (T). □ 

Le résultat précédent vient de ce que l'on a posé la définition d'un raffinement 
de tour de corps (au chapitre 3) de manière compatible, dans le cas d'une ex- 
tension galoisienne, avec la définition bien connue d'un raffinement d'une suite 
normale de groupes. Cette compatibilité permet d'énoncer les réciproques des 
propositions 12.11 et 12. 2[ 

Proposition 2.3. (1) Toute tour galoisienne de corps d'une extension galoi- 
sienne induit une suite normale du groupe de Galois de cette extension. 
Précisément, soit L/" K une extension galoisienne quelconque. Pour toute tour 
galoisienne 

(T) K = To < ■ ■ ■ <Ti <Ti+^ < ■ ■ ■ <T^ = L 

de L/K, on a, en posant Gi := Gal{L/Ti) (z = 0, . . . ,m), la suite normale de 
groupes 

(S) Gal{L/K) = Go>--->Gi> G,+i >■■■> G,„ = 1 . 

Nous disons que la suite normale (S) est "induite" par la tour galoisienne (T). 

(2) La suite normale (S) induite par le (1) induit à son tour une tour galoi- 
sienne par la proposition \2.1[ qui n'est autre que la tour (T) initiale. 

Démonstration. (1) Le résultat est une conséquence immédiate de la théorie de 
Galois générale : 

Vi G {0, . . . , m - 1} Ti<T,+i ^ Gal{L/Ti+i) < Gal{L/Ti) 

et 

Ti<Ti+, ^ Gal{L/%+^)<Gal{L/%) ^ G.+i < . 

(2) Pour tout entier i dans {0, ...,m}, L/Ti est galoisienne, comme sous- 
extension de L/^K \ donc 

□ 



Proposition 2.4. SoitLyK une extension galoisienne de groupe G := Gal{L/K). 
Tout raffinement galoisien de LyK induit un raffinement de la suite normale 
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correspondante. 
Précisément : soient 

(T) K = To < ■ ■ ■ <Ti <Ti+i < ■ ■ ■ <Tr^ = L 

une tour galoisienne de L/^K et 

{T') K = < ■ ■ ■ < t; < t;+i < ■ • ■ < r;,, = L 

un raffinement galoisien de (T). Alors la suite normale 

{S') G = g'q>--->g'j> > ■ ■ ■ > g"„, = 1 

induite par {T') (cf. Prop. \2.3[ (f)) est un raffinement de 

(S) G = Go>--->G,> > ■ ■ ■ > G™ = 1 
induite par (T). 

Démonstration. D'après la proposition 1.7 du chapitre 3, (T') est une tour galoi- 
sienne de LyK. Par définition d'un raffinement d'une tour de corps (Chap. 3, 
Déf. & Conv. 1.1.(1)), on a m < m' et l'existence d'une suite d'indices 

< jo < ji < ■ ■ ■ < jm < m' 

telle que 

Vze{0,...,m} T, = T;^. 

D'où par définition 

Vz G {0, . . . , m} Gal{L/Ti) = Gal{L/T!jJ 



Gi == = = G^ . . 



□ 



Corollaire 2.5. Soit L/^K une extension galoisienne de groupe G := Gal{L/K). 
Pour tout raffinement galoisien propre (T') d'une tour galoisienne (T) de L/^K , 
la suite normale (S") de G induite par (T') (cf. Prop. \2.3[ .) est un raffinement 
propre de la suite normale (S) induite par (T). 

Démonstration. La proposition 12.41 assure déjà que (S") est un raffinement de (S). 
De plus, dans les mêmes notations, on a, par définition d'un raffinement propre 
de tour de corps (Chap. 3, Déf. & Conv. 1.1.(2)), la condition 

3jG{l,...,m'-l} VïG{0,...,m} T,' ^ T, . 

Or d'après le (1) de la proposition 12.31 Gi := Gal{L/Ti), d'oïi 

T, = L^» (z = 0, . . . , m) . 

De même 

i;' = L^i (j = 0,...,m'). 
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Donc directement 

3j G {1, . . . , m' - 1} Vz G {0, . . . , m} G'^ ^ d . 

□ 

Dans le cas d'une extension galoisienne finie, on peut compléter les résultats 
précédents grâce à la bijection de Galois. 

Proposition 2.6. Soit L/'K une extension galoisienne finie de groupe G := 
Gal{L/K). 

(1) Pour toute suite normale stricte 

(S) G = Go> ■ ■ ■ > Gi> Gj+i > • • ■ > = 1 , 

la tour galoisienne (T) induite par (S) (cf. Prop. \2. 1\) est stricte. 

(2) Pour tout raffinement propre (S") d'une suite normale {S) de G, la tour 
(T') induite par (S") est un raffinement galoisien propre de la tour (T) induite 
par (S). 

(3) Pour toute suite normale (S) de (G), la suite normale de G induite par la 
tour galoisienne de LyK induite par (S) est égale à (S). 

Démonstration. (1) Par la bijection classique de Galois : 

G, T, = L^' ^ = T,+i (2 = 0,...,m-l) . 

(2) D'après la proposition 12.21 (T') est un raffinement de (T). On a, par défi- 
nition d'un raffinement propre d'une suite normale, la condition 

3j G {1, . . . , n - 1} Vî G {0, . . . , m} G'j ^ Gi . 

Et par la bijection classique de Galois, 

3j e {!,..., n-1} VîG{0,...,m} L^i 

t; 

Par définition et le théorème d'Artin dans l'extension finie LyK, on a 
Gal{L/Ti) = Gal{L/L^^) = Gi (i = 0, . . . , m) . 

□ 

Nous faisons maintenant le lien entre la notion de groupe simple et la notion 
d'extension galsimple, toujours dans le cas d'une extension galoisienne finie. 

Proposition 2.7. Pour qu'une extension galoisienne finie soit galsimple (cf. 
Chap. 2, Déf. 1.6.(2)), il faut et il suffit que son groupe de Galois soit simple. 



Ti. 
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Démonstration. Soit Ly K une extension galoisienne finie de groupe de Galois 
G := Gal{L/K). Supposons L/'K galsimple. Par définition, elle n'est pas triviale 
et G 7^ 1 car sinon 

^ ]^Gai{L/K) = iG ^^i . contradiction . 

Raisonnons par l'absurde en supposant que G ne soit pas simple, i.e. qu'il existe 
un sous-groupe H de G tel que l'on ait la suite normale stricte G > H t> 1. Le 
(1) de la proposition 12.61 ci-dessus nous assure alors que l'on a la tour galoisienne 
stricte 

K <L^ <L 

qui contredit la galsimplicité de L/K. 

Inversement, si G est simple, on sait que G ^ 1 et donc que L ^ K. Raisonnons 
à nouveau par l'absurde en supposant que L/K ne soit pas galsimple. C'est qu'il 
existe un corps intermédiaire strict K < M < L avec M/K galoisienne. Alors, 
par la théorie de Galois générale et la simplicité de G, 

Gal{L/M) <G ^ ( Gal{L/M) = G ou Gal{L/M) = 1 ) • 
Mais, si Gal{L/M) = G, on a 

^ ^ ^GaiiLiM) ^^G^ ^GaiiL/K) ^ ^ . contradiction ; 

et si Gal{L/M) = 1, 

M = L^'^^W^^) = = L : contradiction . 
C'est donc que l'extension L/K est galsimple. □ 

Dans le cas d'une extension galoisienne, les propositions précédentes font le lien 
entre tours galoisiennes de corps et suites normales de groupes, avec leurs raffine- 
ments. La correspondance se poursuit, dans le cas fini, entre tours de composition 
galoisiennes et suites de composition. 

Proposition 2.8. Toute extension galoisienne finie admet une tour de composi- 
tion galoisienne. 

Démonstration. C'est clair pour l'extension triviale par le Fait 11. 2[ Soit L/K une 
extension galoisienne finie non triviale de groupe G := Gal{L/K). En tant que 
groupe fini non trivial, il admet une suite normale de composition : 

(C) G = Go> ■ ■ ■ > Gi> Gi+i > ■ ■ ■ > Grn = ^ ■ 

Montrons que la tour galoisienne induite par (G) (Prop. I2.ip 

(T) K = To < ■ ■ ■ <Ti <T,+^ < ■ ■ ■ <T^ = L 
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est une tour de composition de L/i^'. Le (1) de la proposition 12.61 nous assure que 
la tour (T) est stricte. Raisonnons par l'absurde en supposant l'existence d'un 
raffinement galoisien propre 

(T') K = < ■ ■ ■ <T'^ <T^^^ < ■ ■ ■ <T^, = L 

de (T). Par le corollaire 12.51 il induit un raffinement propre (C) de (C), ce qui 
contredit le fait que (C) soit une suite normale de composition. □ 

Les propositions précédentes conduisent directement à un analogue galoisien 
du théorème de Schreier (cf. introduction de ce chapitre) pour une extension 
galoisienne finie. Cependant, comme cet analogue sera généralisé à toutes les 
extensions galtourables (cf. Th. 13.21 ). nous omettons ici sa démonstration dans 
ce cas particulier. 

Proposition 2.9. Deux tours galoisiennes d'une même extension galoisienne 
finie admettent des raffinements galoisiens équivalents. 

Remarque 2.10. Dans le cas particulier d'une extension abélienne, cette pro- 
position [23] permet de retrouver la proposition 2.2 de |13j qui fournit en outre 
la hauteur des tours de composition. 



3. Premier théorème de dissociation 

Venons-en maintenant, pour les extensions galtourables, à l'analogue galoisien 
du théorème de Schreier (cf. introduction du présent chapitre). La démonstration 
moderne de l'équivalence des raffinements de Schreier utilise le lemme de Zassen- 
haus ("Butterfly lemma"). Nous allons montrer que ce sont les parallélogrammes 
galoisiens qui jouent, pour les extensions galtourables, le rôle du lemme de Zas- 
senhaus pour les groupes. Ces parallélogrammes ont de plus l'avantage de rendre 
visuel l'esprit de la démonstration. Pour une meilleure lisibilité de celle-ci, nous 
avons sorti la proposition suivante qui est en fait un lemme technique. 

Proposition 3.1. Soient LjK une extension galtourable de degré quelconque, et 

(T') K = T]<...<Tl< Tl, <---<T^ = L 

(T^) K = Tq <■■■ <Tj < Tj^^ <---<Tl = L 
deux tours galoisiennes de LjK. Alors nécessairement : 

(1) Pour tous indices i,j, k tels que < i < m — 1 etO<k<j<n — 1, on a le 
parallélogramme galoisien 
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En particulier, on a les isomorphismes de restriction 

V 

(2) Pour tous i,j,k tels que 0<k<i<m — letO<j<n — 1, anale 
parallélogramme 

En particulier on a les isomorphismes de restriction 



V 

Gal{TlT^^, n Tl,Tj/TlTl, n TlT^) 



Démonstration. (1) De l'extension galoisienne Tjl,_^/'T/, on déduit du corollaire 
2.2 du chapitre 2 l'extension galoisienne {Tl^^Tl /T^Tl) . Or 

d'où la sous-extension galoisienne {T^^^T^ /"Tl^^T^ nTlT^_^^) . De même, on a les 
implications 

Comme Tl^-^T^TlT^_^-^ = T^^^T^^^, on a donc le parallélogramme galoisien 

p/ • h.\ , f'T"'! 'T"'^ rplrp2 rplrp2 rpl rp2 rpl T^iS] 

^l^Z, K) .— [-tj+i-tfe I I -t j -t > -'-i -'-k+1 1 -'î+l-'fe+l > -'-i+l-'-kï ■ 

Par ailleurs, de l'hypothèse k < j, i.e. A; + 1 < j, suit T^^^ < T/, d'où TlT^^^ < 
T^Tj. Donc également 

Comme TlT^_^-^ < Tl^^T^_^^, on en tire aussi 



De plus 



( resp. {Tl^.n^, n i^^t;^ J n Tl,n = Tk.n n t/t;?,, ) . 
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1 2 



T T 




T T 



i k 

FiG. 17. Parallélogrammes P{i, j, k) etQ{i,j,k) 

On déduit alors du corollaire 4.3.(2-1) du chapitre 1 que l'on a le sous-parallélogramme 
galoisien de P{i, k) : 

( resp. P{iJ+ l:k) 

rrpl rp2 Pi rp\rp2 rp\ rp2 p, rp\rp2 rp\ rp2 rp\ n^2\ | 
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Prouvons maintenant, par récurrence descendante sur k G {j — 1, ... ,0} que 
l'on a le parallégramme galoisien quotient 

Q{i,j,k) 

Rang k = j — 1. 
Par le corollaire 2.2 du chapitre 2, on a l'implication 

De TIj^^TIj^^/'TITIj^^ suit donc par intersection 

/rril rpl ^ rp\rp1 \ 71, / rpXrpI T""-^ T~'2 ^ rTilrTi2\ 

Par le corollaire 4.3.(2-2) du chapitre 1, appliqué dans le sous-parallélogramme 
P{i,j,k), on en déduit alors l'existence du parallélogramme galoisien quotient 
Q{i,j,k). 

Rang k — 1. 

Supposons l'existence du parallélogramme Q{i,j,k) (avec k > 1) et prouvons 
celle de Q{i,j,k — 1). De la donnée de Q{i,j,k) suit en particulier l'extension 
galoisienne 

(T.ViT^ n TlT^_,,)/{Tl,Tl n TlT^) . 

L'existence de Q{i,j,k — 1) se déduit alors du corollaire 4.3.(2-2) du chapitre 1 
appliqué cette fois dans le sous parallélogramme P{i,j, k — 1) de P{i, k — 1). 

La récurrence établissant l'existence des parallélogrammes quotients Q{i,j,k) 
est donc prouvée. On en déduit en particulier l'isomorphisme annoncé. 

(2) Il s'agit du (1) mutatis mutandis, par la permutation 

/X^T^ijk'mn\ 
y j i k n m J ' 

□ 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver l'analogue galoisien suivant au 
théorème de Schreier pour les suites normales de groupes ( |34l p. 124], |36|). 

Théorème 3.2. (V^ théorème de dissociation, dit "de Galschreier") 
Deux tours galoisiennes d'une même extension galtourable admettent des raffine- 
ments qui sont des tours galoisiennes équivalentes. 

Scholies. (1) Les extensions galtourables sont ici quelconques, de degré fini ou 
infini. 

(2) Ces raffinements sont nécessairement galoisiens en vertu du Fait 1.5.(2) du 
chapitre 3. 
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Démonstration. Nous allons prouver que les tours galoisiennes (T^) et (T^) de 
la proposition 13.11 admettent des raffinements équivalents. En faisant varier k de 
j — 1 à dans le (1) de cette proposition, on a 

Vi G {0,...,m- 1} Vj G 1} 

Gal(Tl^,Tj n TlTf^jn^.Tf n T^Tf) = Gal{Tl,,Tf n T^Tf^J^Tf) 

V 
V 

Retenons que pour tous i G {0, . . . , m — 1} et j G {1, . . . , n — 1}, on a l'isomor- 
phisme 

De même, en faisant varier k de i — 1 à dans le (2) de la proposition 13.11 on a 
VîG {l,...,m-l} VjG{0,...,n-l} 

1; 

Retenons que pour tous i G {1, . . . , m — 1} et j G {0, . . . , n — 1}, on a l'isomor- 
phisme 
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D'où l'isomorphisme composé 



isom 



isom^ij) := < 



Gal{T}nT^/K) 



sii = 0, jVO 
si (i,j) = (0,0) 



Dans tous les cas, on a 

i.om(,,) : Gal{Tl^,nTlT^^jTl,nTlTf) Gal{Tf^,nTl,Tf /Tf^^nT^Tf) . 

Remarquons par division euclidienne que, pour tout / G {0, . . . , mn — 1}, il existe 
un unique couple {qf, rj) G {0, . . . , m — 1} x {0, . . . , n — 1} et un unique {qf, rf) G 
{0, . . . , n — 1} X {0, . . . , m — 1} tels que 

l = qln + rj = qfm + rf . 

Soient maintenant (T'^) et (T'^) les deux tours de L/K définies par les formules 

f V/G{0,...,mn-1} r/i:=T;,^^nT;,T^, ; 



m { 



^ -'mn -'m ' ' -'m-l-'n ~ ) ^ mn -'n ' ' -'m-'n-l ~ ■ 

Notons que 

Vz G {0, . . . , m - 1} Tl = Tl, n TlK = T^, n T/T^ = i;^ ; 

rpl T rpll 

m mn ' 

La suite d'indices 

< /q := < := n < • • • < := m < • • • < /^.^ := (m-l)n < := mn < mn 
est donc telle que 

ViG{0,...,m} T^l^Tl- 

et 

(T'^) X = < < • • • < T/^ < • • • < rl_i < • • • < Tl = L 

est un raffinement de la tour (T^) de l'énoncé au sens de la définition & convention 
1.1 du chapitre 3. De même, notons que 

ViG{0,...,n-l} T^^T^^,nKT^^Tf^,nT^T^^T;i- 



— L — . 
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La suite d'indices 

< il := < if := m < ■ ■ ■ < := jm < ■ ■ ■ < := {n—l)m < := nm < nm 
est donc telle que 



vjG{o,...,n} t;^ = t^. 

Et on vient de montrer que (T'^) raffine (T^). 

Par le (1) (resp. le (2)) de la proposition 13.11 pour j 7^ (resp. j = 0), on a la 
tour galoisienne 

(T'i) K = TS'= Tl n T^T^ < Ti'i = Tl n T^Tl < ■ ■ T^_^ = Tl n T^T^^^ 

<TlnT^Tl 

h 
h 

<TlnTl,Tl 

h 

Tll= n^.nTlTi <Tll^, = Tl_,,nTlT?<... 

m— 1 

TH/i _ ml pi ml m2 <] m/1 _ ml pi ml 7^2 <] 

-^{m-l)n ~ -^m ' ' -^m-1-^0 — (m-l)n+l ~ m ' ' m-1 1 • • • 

. . . < T'^ =T^ n 

— mn—1 m' ' m—l n—l 

ml Pi ml m2 _ m/1 _ r 
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De même par le (2) (resp. le (1)) de la proposition 13. Il pour i (resp. i = 0), 
on a la tour galoisienne 

(T'2) K = T^^= Tf n T^T^ < = Tf n T^T^ <■■■< T'^_i = Tf n Ti_,T^ 
<TfnTiT^ 



< T| n Tin 



'2 



-'2 



T2 



. . . <] — n T' 



T-î2 

-'n-l 

7^/2 _ n T^T^ <1 T'2 — n T^T^ <1 

-'(n-l)m ~ -fji I I -^O-^n-l ^ ^ — ^ n ' ' 1 n-l ^ • • • 

. . . < = n 

— nm—1 n ' ' »n— 1 n— 1 

T^2 Pi T^l T^2 _ T^/2 _ r 
— n m n— 1 mn ' 

Il reste à montrer que les tours (T'^) et (T'^) ainsi construites sont équiva- 
lentes (cf. Déf. Il.ip . Elles ont même nombre de marches mn. Considérons ensuite 
l'application 

a: {l,...,mn} — > {l,...,mn} 

l I — > a{l) := r]_^m + q]_^ + 1 



a 
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OÙ q]_-^ et r]_-^ sont définis, comme précédemment, par division euclidienne de 
l — 1 par n : 

/ - 1 = ql^n + rU < r/_i < n - 1 . 
En particulier donc, < q}_^ < m — 1, en sorte que r]_^m + q]_^ est une division 
euclidienne par m, ce qui assure l'injectivité, donc la bijectivité de l'application 
(T. Autrement dit, a est un élément du groupe symétrique Smn- Explicitement, a 
est l'identité si m = 1 ou n = 1, et pour m > 2, n > 2 : 

1 2 ... n n + ln + 2... 2n ... mn 

1 m + 1 ... (n — l)m + 1 2 m + 2 ... (n — l)m + 2 ... mn 

Notons tout d'abord que GaZ(r;i„ = L/rl_, = T^_,n_,) = G'aZ(r;^_^/T;^_)_, 
Fixons-nous un / G {1, ... , mn — 1} avec toujours 

l^qjn + rj {ql.r]) G {0, . . . , m - 1} x {0, . . . , n - 1} . 

Envisageons deux cas. 
l^'' cas : r] — 0. 

Nécessairement ql > 1 (sinon l — : absurde). Alors de l — 1 — (g/ — l)n + n — 1 
suit 

qj-i = q] - 1, r]_^ = n - 1 . 

d'où 

a{l) — {n — l)m + q] . 

On a déjà vu que 

Vie{0,...,m-1} Tl^^Tl. 

Donc, comme — L, 

Dès lors, par l'isomorphisme isom^^qi ^,n-i)! 

2"*^ cas .• > 1. 

De / — 1 = qjn + rl — 1 suit alors 

Qi-i = > ^z-i ^rj-l; 

d'où 

(7(0 = (r;i - l)m + g/ + 1 . 
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On en déduit par l'isomorphisme isom^^i ,^,1 ) que 

Pour qf + 1 < m — 1, ce dernier groupe est, par définition de la tour (T'^), égal à 

Enfin si qf + 1 = m, on a (t(/) = rfm, d'où 

Et l'on a déjà noté que = T'?^ = T'^^^y 
Ainsi dans tous les cas, on a prouvé que 

V/ G {1, . . . ,mn} Gal{T;'/T;\) ^ Gal{Zl^/Zly,) , 

i.e. que (T'^) ~ (r'^)- Ceci achève la démonstration du théorème de dissocia- 
tion. □ 



Dans le cas de tours strictes, le théorème 13.21 précédent peut être amélioré en 
le suivant : 

Corollaire 3.3. Deux tours galoisiennes strictes d'une même extension galtou- 
rable admettent des raffinements qui sont des tours galoisiennes strictes équiva- 
lentes. 

Démonstration. Dans les notations des proposition 13. Il et théorème 13.21 les tours 
(T^) et (T^), supposées strictes, admettent les raffinements équivalents (T'^) et 
(T'^), dont rien ne permet d'affirmer qu'ils sont stricts. La proposition 11.51 nous 
montre quant à elle que les tours galoisiennes strictes associées (T'J^) et (T'_^) sont 
équivalentes. Or le corollaire 2.4 du chapitre 3 conclut que (T'^) (resp. (T^^)) est 
encore un raffinement de (T^) (resp. (T^)). □ 



Ce théorème 13.21 admet encore une généralisation aux tours galtourables : 
Théorème 3.4. (V^ théorème de dissociation bis) 

Deux tours galtourables d'une même extension galtourable admettent des raffine- 
ments qui sont des tours galoisiennes équivalentes. 

Démonstration. Soient L/K une extension galtourable et (-E^), (-E^) deux tours 
galtourables de L/K. Par la proposition 1.9 du chapitre 3, (E^) (resp. {E"^)) 
admet un raffinement qui est une tour galoisienne (T^) (resp. (T^)). Le théorème 
13.21 assure alors que les tours galoisiennes (T^) et (T^) de L/K admettent des 
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raffinements équivalents (T'^) et (T'^). Or, par le Fait 1.6 du chapitre 3, (T'^) 
(resp. (T'^)) est encore un raffinement de (E^) (resp. (-E^)). □ 

De même, le théorème précédent admet une version pour les tours strictes : 

Corollaire 3.5. Deux tours galtourables strictes d'une même extension galtou- 
rahle admettent des raffinements qui sont des tours galoisiennes strictes équiva- 
lentes. 

Démonstration. Celle du corollaire 13.31 mutatis mutandis. □ 



4. Deuxième et troisième théorèmes de dissociation 

Notons la proposition suivante, essentielle pour le théorème général [42] à suivre : 
Proposition 4.1. Une extension galoisienne infinie n'est jamais galsimple. 

Démonstration. Soit L/K une extension galoisienne infinie. Considérons {E'jjjg/ 
l'ensemble des corps intermédiaires entre K et L tels que l'extension quotient 
Ei/K soit galoisienne finie : 

Vi G / K<Ei<L [Ei:K]<oo. 

On sait [2ÔI p.l6, Satz 2.3] (ou ^21]) que 

L = \jEi. 

i&I 

Si l'on avait Ei = K pour tout i dans J, on aurait donc L = K, ce qui contredirait 
l'hypothèse [L : K] = oo. Par conséquent 

3io El Ei,^K . 

De plus 

(K:K]<oo, [L:K] = ^) ^ E,, ^ L . 
Ainsi K < Ei^^ < L, et l'extension L/K n'est pas galsimple. □ 

En général, un groupe n'admet pas de suite de composition. Les groupes finis en 
admettent une, mais ce ne sont pas les seuls. Nous avons prouvé que les extensions 
de corps, même séparables, n'admettent pas nécessairement de tour galoisienne 
(Chap. 2, Ex. l.lO.(i) ). Avec la notion d'extension galtourable, le théorème sui- 
vant répond à la question de savoir quelles sont exactement les extensions de 
corps admettant une tour de composition galoisienne. 

Théorème 4.2. (^2^"^^ théorème de dissociation) 

Une extension de corps admet une tour de composition galoisienne si et seulement 
si elle est galtourable finie. 
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Scholie. En particulier, la proposition 12.81 se généralise donc aux extensions gal- 
tourables. 

Démonstration. Soit L/K une extension admettant une tour de composition ga- 
loisienne 

(F) K = Fo<---<E<---<Fm = L. 

Chacune des marches de (F) est galsimple en vertu de la proposition ll.3[ Par 
définition (Chap. 2, Déf. 1.4), L/K est en particulier galtourable. Supposons 

m—l 

qu'elle soit de degré infini. De oo = [L : K] = Y\ [Fi+i '■ Fi] suit qu'au moins 

i=0 

l'une des marches est infinie : 

3io e {0, . . . , m - 1} [Fi^+i : -FiJ = oo . 

Mais alors Fjg+i/Fjg est galoisienne infinie et galsimple, ce qui contredit la pro- 
position 14.11 précédente. 

Réciproquement, supposons l'extension L/K galtourable finie non triviale (le 
résultat est vrai pour l'extension triviale d'après le Fait 11.2p . Soit 

(F) K = Fo<---<Fi<---<Fr^ = L 

une tour galoisienne de L/K. Quitte à prendre sa tour stricte associée (-F<), on 
peut supposer que (F) est une tour stricte en vertu du corollaire 2.6 du chapitre 
3. L'extension L/K étant de degré fini, il en est de même de chacune de ses 
marches -Fi+i/" Fi (i = 0, . . . , m — 1). En tant qu'extensions galoisiennes finies, 
celles-ci admettent des tours de composition galoisiennes d'après la proposition 

m-. 

où ji < ji+i puisque (F) est stricte. De même que dans la démonstration de la 
proposition 1.9 du chapitre 3, la juxtaposition des tours galoisiennes (Tj) (z = 
0, . . . , m — 1) donne la tour galoisienne stricte 

(T) K = Fo = Tj,<---<Tj,=F,<---< Tj^ =F^ = L 

de L/K. Chacune des marches de (T) est une marche de l'une des tours (Tj), donc 
est galsimple (cf. Prop. [T73ll . Finalement la tour galoisienne (T) est elle-même de 
composition. □ 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer l'analogue galoisien au théo- 
rème de Jordan-Hôlder annoncé dans l'introduction du présent chapitre. 

Théorème 4.3. (^3^™*^ théorème de dissociation, dit "de Galjordanhôlder" ) 
Soit L/K une extension finie galtourable. 

(1) Toute tour galoisienne stricte de L/K admet un raffinement qui est une tour 
de composition galoisienne de L/K. 

(2) Deux tours de composition galoisiennes de L/K sont équivalentes. 
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Scholie. Le raffinement du (1) est nécessairement un raffinement galoisien en 
vertu du Fait 1.5.(2) du chapitre 3. 

Démonstration. (1) D'après le 2'^™*' théorème de dissociation (Th. 14.21) . L/K ad- 
met une tour de composition galoisienne (C). Soit (T) une tour galoisienne stricte 
de L/K. D'après le théorème de Galschreier (Th. 13.21) . (C) et (T) admettent des 
raffinements (C) et (T') qui sont des tours galoisiennes équivalentes. Ces raffine- 
ments sont galoisiens (Chap. 3, Fait 1.5.(2)). Comme la tour de composition (C) 
n'admet aucun raffinement galoisien propre, (C) est nécessairement un raffine- 
ment trivial de {C). Or (C) est stricte par définition. C'est donc la tour stricte 
associée à (C) (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1), d'où 

Par la proposition [131 on en déduit que les tours galoisiennes (C) = (C^) et (T^) 
sont équivalentes. Comme (C) est de composition, il résulte alors du corollaire 
11.41 que le raffinement (T^) de (T) est une tour de composition galoisienne. De 
plus d'après le corollaire 2.8 du chapitre 3, (T^) est encore un raffinement de (T). 

(2) Dans le (1) précédent, lorsque (T) est une tour de composition galoisienne, le 
même argument que pour (C) conduit à (T^) = (T). Et finalement (T^) ~ (C*^) 
signifie (T) ~ (C). □ 

Comme le l^'^ théorème de dissociation, ce théorème 14.31 admet une généralisa- 
tion aux tours galtourables. 

Théorème 4.4. (^3^"^^ théorème de dissociation bis) 
Soit L/K une extension finie galtourahle. 

(1) Toute tour galtourahle stricte de L/K admet un raffinement qui est une tour 
de composition galoisienne de L/K. 

(2) Deux tours de composition galoisiennes de L/K sont équivalentes. 

Démonstration. (1) Soit {E) une tour galtourahle stricte de L/K. Par la proposi- 
tion 2.9 du chapitre 3, elle admet un raffinement (T) qui est une tour galoisienne 
stricte de L/K. Et d'après le théorème 14.31 (1) précédent, (T) admet un raffine- 
ment (C) qui est une tour de composition galoisienne de L/K. On déduit alors 
de la transitivité de la notion de raffinement (Chap. 3, Fait 1.6) que (C) est un 
raffinement de {E). 

(2) Identique à celui du 3*'™'' théorème de dissociation. □ 



Chapitre 5 

ILLUSTRATIONS ARITHMÉTIQUES ET 
GALSIMPLICITÉ 

Ce chapitre 5 est un chapitre de transition, une respiration arithmétique avant 
les tours d'élévation qui nous permettrons de dissocier toutes les extensions finies 
et pas seulement les galtourables. La section 1 illustre les théorèmes de Galschreier 
et Galjordanhôlder du chapitre 4 par une extension galtourable de degré 480 dont 
nous donnons deux tours galoisiennes diff'érentes que l'on raffine en deux tours 
de composition galoisiennes équivalentes. La section 2 fournit, via un résultat 
de Selmer-Serre, une classe infinie d'extensions simples (au sens du (1) de la 
définition 1.6 du chapitre 2) mais non galoisiennes. La section 3 montre, via un 
contre-exemple, que le "Théorème M" du chapitre 6 suivant ne s'étend pas au 
cas d'une extension infinie. Ce contre-exemple justifie la finitude des extensions 
du chapitre 7 final. Enfin, la section 4 donne quelques propriétés des extensions 
galsimples non galoisiennes, notamment leur transitivité qui nous sera utile pour 
la maximalité des sous-extensions d'intourabilité. 



1. Illustrations des théorèmes de Galschreier et 

Galjordanhôlder par une extension de degré 480 

On note génériquement C„ := e^*'^/" (n G N \ {0}). Dans toute cette section, 
on considère les tours 

(T^) K = T^:=Q< Tl := T^{i, < := T,^(Ci5, l^'^', Z'/') = L 

et 

(T^) K = T^:^([}< := T^iCi^) < T| := T^{i, F^/^) < = L , 
où l'on désigne par : 

— y^/^ l'une quelconque des racines cinquièmes complexes de 
y (2 - C5)^(2 - Clf ; 

- ZV3 1' 

une quelconque des racines troisièmes complexes de 
Z := 6 - V5 . 

Fait 1.1. L'extension Q{C5){Y^/^)/Q{C5) est cyclique de degré 5. 
Démonstration. Sinon, modulo QiC^)^^, 

y = ï ^ 2^=2^. 
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En particulier, pour le corps local C := Q5(C5), on a alors 

Prouvons que ceci n'est pas, grâce aux méthodes (et notations) de |38| et 
Tout d'abord, 2 — est une unité principale de C : 

car pour l'uniformisante 1 — Cs, on a les valuations 

ord(l - (2 - et)) = ord(C5'(l - (,)) = 1 • 
Comme il en est de même de 2 — ^5, on a donc 

Calculons le défaut de cette unité principale : 

ord(l-l^) = ord(-C5 + C|) = ord(C|(l-C|)) 
= ord(l - Cs) + ord(l + Cs) 
= l + ord(2-(l-C5)) 

= 1; 

on en déduit que 



def(|3^)=l (cf. [42]). 



D'où la conclusion puisque 
2-Cl 

2-C5 ~ ' ■ "^2-C 



2 C5%^x5 ^ def(^-4^) = +00 . 



□ 



Fait 1.2. (0) La tour (T^) est galoisienne ; 

(1) ^^Q{tX3,G); 

(2) Tl n = Q(y5) ; 

(3) Tlnq{C^) = Q{V^); 

(4) Ga/(Q(Ci5)/Q(v^)) ^ (Z/2Z)2. 

Démonstration. (0) La marche L = T2{\^, Z^/^)/T2 est le compositum de deux 
extensions kummériennes. 

(1) L'extension Q(î, Cs? C5)/'Q sst cyclotomique, donc abélienne. Si l'on avait 
\/h G Q(i,C3îC5)i l'extension Q(v^)/Q serait abélienne, comme quotient d'une 
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extension abélienne, ce qui n'est pas. 



(2) D'après [24l, p.74, Th.2], i i 



15j 



d'où 



Par ailleurs 



C5 + C5' 



V5- 1 



(explicitement écrit dans |14l p. 67-68] !). Donc 

Q(v^)<Q(C5)<r2 = Q(C3,C5). 

En particulier, Vb G T^{i) ; tandis que par le (1), ^ Dès lors, 



On a ainsi la figure 



Q(i,'Y5) = T 



TJ = Q(i,C„;Y5) 




T = Q = T 



FIG. 18. Parallélogramme [Tl H Tf, Tf, T^^Tf, T}] 

dans laquelle le quadrilatère {Tl fl Tf,Tf,TlTf,Tl) est un parallélogramme ga- 
loisien. En effet, l'extension Tl/Tl fl (resp. Tf/T^ fl ) est galoisienne 
comme sous-extension de T^/Q (resp. T^/Q ) qui est galoisienne de degré 8 
car Tl = Q{i, ^) est le corps de décomposition du polynôme — 5 (resp. car 
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[Tf = Q(Ci5) : Q] = (^(15) = 8 ). Par conséquent : 

8=[r/:Q] = mV5):Q][TlnT^:QiV5)][Tl:TlnT?] 

= 2[T^nTf:QiV5)][TlT^:T^] 

= 2[Tl n Tf : Q{V5)][T^{t) : T^][TIT^ : T^{i)] 

= 8[TlnTf:Q{V5)] 

^ Tl n = Q(v^) . 

(3) Comme \fE G Q(C5), on a par le (2) 

Q( V5) < Tl n Q(C5) < Tl n Q(Ci5) = Tl n Tl = 0(^5) . 

(4) Comme Tf = Q(Ci5), on a le parallélogramme [Q, QlCs), , Q(C5)]. 




FiG. 19. Un sous-parallélogramme de [Q, Q(C3), T'f , QlCs)] 

D'après le corollaire 4.3.(1-1) du chapitre 1, on a le sous-parallélogramme 
[Q(\/5), Q(C3, \/5), , QlCs)]- On en déduit, par scindement de la diagonale (Chap. 
1, Prop. 4.1) que 

Gal{Tl/Q{V^)) ^ Gal{Tl /QiCs, Vs)) x G al (Tl /Q{C,)) ■ 

Comme [Tf : Q(C3, V^)] = [Tl : Q(C5)] = 2, on a bien le résultat annoncé : 

Gal{Tl /Q{V5)) ^ (Z/2Z)2 . 

□ 

Nous avons déjà dit que la tour (T^) est galoisienne ((0) du Fait précédent), 
le lecteur aura deviné qu'il en est de même de la tour (T^). Nous le démontrons 
maintenant, en utilisant deux fois un puissant outil introduit par Richard Massy 
dans |26| sous le nom de "moyenne galoisienne" ("Galois average"). 

Proposition 1.3. L'extension L = T2/TI est galoisienne, non abélienne, de 
degré 60. 
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Démonstration. Soient v et w les générateurs de 

GaliT^ = Q(Ci5)/Q) = Ga/(Q(C3)/Q) x Ga/(Q(C5)/Q) 



définis par 



On a 



w^C, + CÊ) = C5^ + C5 = ^ 



donc w"^ laisse fixe -\/5 et 

Gal{T^/Q{V5)) = {l,v} X {l,w^} . 



Or, d'après le (2) du Fait 11.21 on a le parallélogramme galoisien 

mV5),T^,T^T^,T^]. 

En notant v et w"^ les prolongements respectifs de v et w"^ à T^T^, on en déduit 
que 

Gal{TlT?/Tl) = {l,v}x{l,w^}. 

Soit r] "l'homomorphisme cyclotomique" (|26|) de Gal(T^T^ /T^) dans le groupe 
multiplicatif F5 du corps à cinq éléments, défini par 

^^(Cs) = C5 ^ viw^) = 4 ; v{C5) = Cs ^ v(y) = i . 

Soient y := 2 — ^5 6t ^ sa classe dans (T^T^)^ / (TlTf)^^ . La moyenne galoisienne 
de T^T^ sur pour rjeny est par définition [261 Sect. 2] 

-l&Gal{TlT^/Tl) 



(2 - C^Y (2 - Cs)^ (2 - Cl) (2 - Cl) 



(2 - Cs)^ (2 - CD' = y ■ 



D'après [26], l'extension T/T2(ri/5)/2-i est galoisienne. On a T^{Y^I^)r\TlTl = 
par primalité des degrés car [T^T^ '■ T^] = 4 (cf. (2) de la démonstration du 
Fait ll.2p et [Tf(F^/^) : Tf] G {1,5}. On en déduit le parallélogramme galoisien 
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1/5 



2 1 /5 

T,(Y ) 



19 1/5 

T T( Y ) 

1 1^ ' 




Q( ) 

FiG. 20. Deux parallélogrammes adjacents 



Or d'après le FaitlHl on a [Q(C5)(>" 



1/5^ 



,)] = 5. A nouveau par primalité 



des degrés, on en déduit le parallélogramme 

[Q(C5),T2,T2(rV5)^Q(^^)(yl/5)], 

Par conséquent 

5 = [T2(F1/5) : Tl\ = [ri^T2(Fi/5) ; T^T^] . 
On obtient ainsi le degré de l'extension galoisienne T/Tf (F^/^)/T/ : 
[T^T^{Y^/^) : Tl] = 5[TlTl : T^] = 20 . 

Montrons que l'extension T2/TI est obtenue par une 3-moyenne au dessus de 
l'extension T^T^iY^^^) /T^ . Pour l'homomorphisme trivial 



on a 



1 : G:= Gal{TlTf{Y^'^)/Tl) 
7 



l/5,\20-i 



7eG 



7eG 



^Tir2(yi/5)/ri(l"^/^) 
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Notons que T^Tf (F^/^) = T^Tl et 

= N^mm C5>^ Qy ay ciy 

= ^TlT^/Tliy) 

= Yv{Y)^^{Y)vÛf^{Y) . 
Comme ^'(Cs) = Cs? on a v{Y) = F et 

-1/5, 



(y 



(2 - (2 - C|)4 (2 - C|)6 (2 - C5)^ 

(2 - Cs) (2 - Cl) 

4-2(C5 + C|) + l 
4-(y5-l) + l 



= 6-V5. 

On en déduit, toujours par [26] , que l'extension L/T^ est galoisienne, car on a : 

L = Tl= Ti(Ci5, y^'\ Z^l^) = TlTl{Y^/\ 

= T/Tf (F V5) (^1/3) ^ TlTiiZ^/^) . 

Elle est de degré 

[L : T/] = [TlTi{Z^'^) : TIT^][TIT^ : T^^] = 3 x 20 = 60 

car Z = 6 - ^ {TlT^Y^. En effet sinon on aurait iVri7.2/Q(6 - Vs) G Q''^ ce 
qui n'est pas, puisque 



- V5)80 



^x3 



Enfin ///T/ est non abélienne, car soit v un prolongement de f à TIT2 : 
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12 12 1/5 

T T =T T( Y ) 

12 11'' ' 



€ Gai ( t| / t ) 



T 

1 

FiG. 21. Extension galoisienneT\TljT\ 

Clairement 

t;(C3) = î^(C3) = Cl . 

L'homomorphisme cyclotomique de Gal{T^T2 /T^) dans F3 n'est donc pas trivial. 

Comme Z = 6 — \/5 est dans l'image de la moyenne galoisienne gaLirr2/rri pour 

cet homomorphisme trivial, il résulte du |26l Th. 1.2. (3. 2)] que l'extension L/T^ 
ne peut être abélienne. □ 




Corollaire 1.4. L'extension L/Q est de degré 480. 

Démonstration. C'est clair puisque 

[L : Q] = [L : T^][T^ : Q] 

où [L : T/] = 60 (Prop. O) et [T^ : Q] = 8 d'après la démonstration du (2) du 
Fait O □ 



La proposition suivante illustre le théorème de Galschreier (1^'' théorème de 
dissociation) pour une extension de degré 480. 

Proposition 1.5. On a les tours galoisiennes (strictes) équivalentes de L/K 
(Chap. l Déf. 1.1.(2)) {T[) ~ (T^) où 

(T'i) = Q =: T^i < Ti'i := Q(v^) < T^^ := Q(ï, v^) < := Q(z, <fl) 
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et 



(T'2) K = Q=:U^ < Ti^ := Q(v^) < T^^ := Q(Ci5) < := Q(z,Ci5) 
< Tf := Q(ï, Ci5, Y^') < ^^^^ yi/5) ^ ^ _ 



Démonstration. Prouvons qu'elles sont obtenues à partir des tours (T^) et (T^) 
(cf. début de la présente section) par les formules (JF) de la démonstration du 1'''" 
théorème de dissociation (Chap. 4, Th. 3.2). On a : 

Q = Tln T^T^ = Tl n T^T^ ; 

0(2) 



Tl n Tl = Tl n T(|t2 = Tl n t^^Tq^ ; 

]=Tl = r| n To^Ti^ ; 

Q(ï, ^) = = Tl n Ti^T^ . 

D'après la démonstration de la proposition 11.31 on dispose du parallélogramme 
galoisien 

[Tl, Tl{Y^'^),TlTl{Y^'^),TlTl] 

dans lequel on peut utiliser le (1-1) du corollaire 4.3 du chapitre 1 : le corps 
intermédiaire Tl{i) induit le sous-parallélogramme 

[Tl{i),Tl{i, Y^I''),TlTl{Y^"'),TlTl] . 



12 1/5 

T T( Y ) 

1 n ^ 



2 1/5 

T,(i,Y ) 



2 1/5 

T,(Y ) 




T,(i) 



FiG. 22. Sous-parallélogramme [Tl{i),Tl{i, Y^'^),TItI{Y^'^),TItI 

On en déduit en particulier que 

Q(z, Cis) = Tl{i) = Tl{i, yi/s) n TlTl = T| n TlTl . 

Par ailleurs 

Q(z, ^, C15) = TlTl = Tl n TlTl ; 
<^l{i,Ci,,Y^"') = n = TlnTlTi- 
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Q{t, Ci5, Y^/'') = TlT^ = Tl n TlT^ = n TIT^ . 

Enfin dans le parallélogramme galoisien [Tl n "^'^ Q(v^), Tf, T^Tf, T}] , 
on déduit du (1-1) du corollaire 4.3 du chapitre 1 appliqué au corps intermédiaire 
Q(i, v^) < Tl^ le sous-parallélogramme 

m,V^),Tl{{),TlTlTl]. 

En particulier 

Q(ï,v^) = r/nr2(z)=TinQ(ï,Ci5) 
= n (T| n TlTl) = Tl n T| 

□ 



Le corollaire suivant illustre le théorème de Galjordanhôlder (3'^™^ théorème de 
dissociation : Chap. 4, Th. 4.3) pour la même extension de degré 480. 

Corollaire 1.6. On a les tours de composition galoisiennes équivalentes de L/K 
(T"i) ~ (T"2) où 

(T"i) K = Q=: T'I < T"i := Q(v^) < T'\ := Q(i, ^5) 

<T"^:=Q(z,^) < T"i:=Q(ï,^,C5) < T''^ := Q(z, ^/5, Cis) 
<T"i:=Q(ï,^,Ci5,ri/5) < T"l:=Q(^,^,Cl5,>^^/^^^/') = i^ 

(T"2) = Q =: T"2 < T"? := 0(^5) < T''^ := Q(C5) 

<T"i:=Q(Ci5) < T"2:=Q(2,Ci5) < T'I := Q{iXi^Xh 
< T"l := Qiz, ^, Ci5, < T"2 := Q(^, ^, ^5, Z^') = L . 

Démonstration. La tour (T"^) est un raffinement galoisien de la tour galoisienne 
{T'^) de la proposition 11.51 précédente, avec un seul nouveau corps T"\. Par la 
proposition 1.7 du chapitre 3, (T"^) est donc une tour galoisienne. Puisque L/Q 
est de degré 480 (Cor. 11.4p . on a nécessairement : 

[T"i:T"i] = 3, [T"i:T"i] = 5 

[T"1:T"1] = 2, [T"i:T"i] = 2 

[T"i:T"i] = 2, [T"i:T"}] = 2 
[T"1 : T"i] = 2 . 
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Toutes les marches de (T"^) sont donc simples (Chap. 2, Ex. l.lO.(iii)) et a 
fortiori galsimples (Chap. 2, Prop. 1.8.(1)). On déduit alors de la proposition 
1.3 du chapitre 4 que (T"^) est une tour de composition galoisienne. Par un 
raisonnement identique, on établit que (T"^) est aussi une tour de composition 
galoisienne. 

Remarquons également que (T"^) est un raffinement galoisien de (T'^) avec un 
seul nouveau corps : (T"l). D'après la proposition 11.51 les 1'^''^, 4'^™^, 5'^™*', G*^™®, 
^eme j^archcs de (T"^) sont équivalentes respectivement aux 1'^''^, 2'^™*', 6'^™*', S*^™^, 
jeme (T"^). De plus, OU a le parallélogramme galoisien 

[Q(v^), Q(Ci5), Q(^, Ci5, v^), Q(^, v^)] 

et la figure suivante : 



Q(i,c,,^)=T; 



T = Q(i, 15 ) 



T,= Q(I5), 



FIG. 23. Parallélogramme [T"lT"lT"lT"l] 

L'extension Q(C5)/Q(\/5) est quadratique, donc galoisienne, et par le corollaire 
4.3 du chapitre 1 on a les parallélogrammes 

[Q(\/5),Q(C5),Q(^,C5,v^),Q(ï,v^)] 

et 

[Q(C5), Q(Ci5), Q{^, Ci5, ^), Q(^, C5, v^)] • 

Donc en particulier 

Gal{T"l/T"l) ^ Gal{T"l/T"l) 

et 

Gal{T'l/T'l) ^ Gal{T'l/T'l) . 

Ceci achève de prouver que les tours de composition galoisiennes (T"^) et (T"^) 
sont équivalentes. □ 
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2. Exemple d'extensions simples 

Nous exhibons ici une classe infnie d'extensions simples non galoisiennes : celles 
de l'exemple l.lO.(iii) du chapitre 2 : l'extension Q(^)/Q où ^"-^-1 = (n > 3) 
est simple mais non galoisienne. 

Nous utilisons la propriété classique suivante des groupes de permutations : 

Fait 2.1. Pour tout entier ri > 3, le groupe symétrique Sn-i s'identifie au stabi- 
lisateur d'un point quelconque dans S'„. Alors, Sn-i est un sous-groupe maximal 
(intransitif) de S'„. 

Démonstration. Cf. |12l p. 268]. □ 

L'argument principal de notre démonstration est un résultat de Selmer-Serr^ : 
Proposition 2.2. Pour tout entier n> 2, le polynôme 

P„(X):=X"-X-1 
est irréductible sur Q, et l'on a 

Gal{LjQ) ^ Sn 
où Ln désigne le corps de décomposition dans C de P„(X). 

Démonstration. Cf. |37| pour l'irréductibilité et [38] pour le reste. □ 

Corollaire 2.3. Pour tout entier n > 3, l'extension Q{0)/Q où 

0^-0-1 = 

est simple et non galoisienne : {Q{ô) '^'\Q). 

Démonstration. Avec les notations de la proposition 12.21 soient d'une part TZ : = 
{^1, . . . , 6n} l'ensemble des racines (nécessairement distinctes) de Pn{X) dans L„, 
et d'autre part En := Q(é'„), if„ := Gal{Ln/ En). La numérotation des racines de 
Pn{X) induit un homomorphisme explicite 

: Gal{Ln/Q) ^ Sn 

défini par (a) )(i) = j quand (r{6i) = 6j (1 < i,j < n). En vertu de la 
proposition 12.21 ipn est un isomorphisme. Il est clair que 7(6'^) = 9n pour tout 
7 G Hn, de sorte que 

y-fEHn {ipnil)){n) = n , 



Remerciements au Professeur C.U. Jensen de l'Université de Copenhague qui me le fit 
connaître lors d'un cours de D.E.A à Valenciennes en 1999. 
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ce qui exprime que ?/'„(if„) est inclus dans le stabilisateur de n dans S'„, lui même 
isomorphe à Sn~i par le Fait 12.11 : 

ll^niHn) < StabsM = Sn-1 ■ 

Ainsi : 

\lpn{Hn)\ = \Hn\ = [Ln : -E„] = TTT 7^ = — = \Sn-l\ , 

[hn : \i\ n 

d'où l'on déduit que 

'^n{Hn) = Sn-l 

est un sous-groupe maximal (Fait 12. ip de ^n{Gal{Ln/Q)) = Sn (Prop. [2?2l) . Par 
conséquent, Hn = Gal{Ln/ En) est un sous-groupe maximal de Gal{Ln/Q). Il 
résulte alors de la bijection de Galois que En/Q est une extension simple. 

Par ailleurs, l'hypothèse n > 3 implique quant à elle que 5'„_i n'est pas normal 
dans Sn (par exemple (12)*^^"^ = (2n) ^ >S'„_i) ; donc En/Q n'est pas galoisienne. 

□ 



3. Un contre-exemple au "Théorème M" pour une extension infinie 

Nous montrerons au chapitre 6 suivant, via le "Théorème M", que toute ex- 
tension finie se dissocie canoniquement en une "extension quotient galtourable 
maximale" et une "sous-extension d'intourabilité maximale". Il est alors naturel 
de se demander si cette dissociation admet un analogue dans le cas d'une ex- 
tension infinie. Le contre-exemple suivant de cette section, inséré dans le présent 
chapitre car indépendant de ce qui suit, nous prouve en particulier que, dans nos 
définitions, cet analogue n'existe pas. 

Notations 3.1. Dans toute cette section, notons (E) la suite infinie de corps 
emboîtés 

(E) Eo<Ei<---<En< En+l < ■ ■ ■ < ^oo 

avec 

' Eo:=Q, Xo:=2; 
^ En ■■= Q{Xn) = En-l{Xn) , Xn := '7^ (n G N \ {0}) ; 

Eoo ■= En . 

neN 

Scholie. Il ne s'agit pas d'une tour de corps au sens de notre définition & 
convention 1.1 du chapitre 2 , puisqu'il y a une infinité de corps. 
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Pour la démonstration du Fait 13.41 à suivre, nous aurons besoin des lemmes 
suivants : 

Lemme 3.2. Tout corps intermédiaire M entre Eq et E^o : Eq < M < E^o induit 
l'ensemble non-vide 

1^ := {n e N \ Xn e M} = {n e N \ En < M} , 

qui est infini si et seulement si M = E^o- 

Démonstration. Notons tout d'abord que les deux définitions de Im coïncident, 
puisque Xn est un élément primitif de En sur Q pour tout n G N. 

Comme Xq = 2, Im contient toujours 0, et n'est donc jamais vide. Soit main- 
tenant M un corps intermédiaire tel que Im soit infini. Alors : 

Vn G N 3m gN m > n m E Im 

i.e. 

Vn G N 3m >n E^ < M . 
Par la croissance de la suite {En)nm , on a donc 

Vn G N 3m >n En < E^ < M . 

Ainsi 

E^=[jEn<M<E^ i.e.E^ = M. 

neN 

La réciproque est immédiate puisque Ie^^ = □ 

Lemme 3.3. Pour tout corps intermédiaire M entre Eq et E^ : Eq < M < E^o, 
vérifiant la propriété suivante 

3Tfl G N Xjn G M Xm+l 

le polynôme minimal de Xm+2 sur M est 

Irr{xni+2, M, X) = - Xm . 

Démonstration. Comme G M, Pm{X) := X'^—Xm G M[X] ; et on a Pna{Xm+2) — 
par définition des x„. Donc Irr{xm+2, M, X) divise 

Pm{X) = {X - Xm+2)iX + Xm+2)iX - iXm+2)iX + iXm+2) ■ 

Par ailleurs, l'extension M{xm+i)/M est quadratique puisque Xm+i = i/i^m ^ M. 
On en déduit que 

[M(x„+2) : M] = 2[M(v/^) : M(x„+i)] G {2,4} . 

Mais si le polynôme minimal de Xm+2 sur M était de degré 2, il existerait un 
/ G {1,2,3} tel que 

Irr{xm+2, M, X) = {X - x^+a) (X - i^ Xm+2) ; 
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et son terme constant serait = ^' ^m+i G M. Or ceci est imposible pour 

/ = 2 car Xm+i ^ M ; et pour / = 1 ou 3 car M est un corps réel. 

Finalement [M(x„+2) : M] = 4 et Pm(X) = Irr{x^+2, M, X). □ 

Fait 3.4. L'extension E^q/Eq n'est pas galtourahle : Eoo\Eq, et n'admet aucune 
sous- extension galsimple. 

Démonstration. Raisonnons par l'absurde en supposant que l'extension E^o/Eq 
soit galtourable, i.e. qu'elle admet une tour galoisienne 

(T) Eo = To<---<T,<---<Tp = E^ . 

Comme E^o/Eq est clairement de degré infini, l'une au moins des marches de (T) 
est infinie : 

3j e{0,...,p-l} [T,+i : T,] = oo. 
Notons j le plus grand entier tel que la marche Tj+i/T, soit infinie : 

Wke{0,...,p-1} k>j + l [n+i : Tk] < oo . 

Par transitivité du degré, l'extension E^o/Tj+i est finie, et elle est séparable 
puisque nous sommes en caractéristique nulle. On peut donc lui appliquer le 
théorème de l'élément primitif : 

3x e Eoo Eoo = Tj+i{x) . 

Ainsi : 




j 



FiG. 24. L'extension infinie Eoo/Tj{x) 

d'où il résulte que [E^o '■ Tj{x)] = cxd. En particulier Tj{x) est distinct de E^c- On 
déduit alors du lemme 1X21 que l'ensemble lTj{x) est fini. Notons m son plus grand 
élément : 

m := max iTj(x) ■ 
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On a m G iTj(x) et m + 1 ^ ^Tj{x), i-e. Xm G Tj{x) et x^+i ^ Tj{x). Le lemme lÏÏTSl 
nous assure alors que 

Irr{xm+2, Tj{x),X) = - Xm ■ 

Mais par ailleurs, l'extension E^olT^ix) est galoisienne en tant que translatée de 
la marche galoisienne Tj^i/^Tj de (T). Comme Xm+2 G E^o, toutes les racines du 
polynôme irréductible — Xm doivent être dans E^o : absurde, puisque E^o est 
un corps réel tandis que deux des racines de X^ — Xm sont complexes non-réelles. Il 
est donc prouvé que E^o/Eq n'est pas galtourable. 

Raisonnons encore une fois par l'absurde en supposant l'existence d'une sous- 
extension galsimple E^o/M de E^o/Eq. Par définition (cf. Chap. 2, Déf. 1.6), 
Eoo/M est non-triviale, et on déduit du lemme [3^ que Im est fini. Notons m : = 
max Im- On a : 

x^e M et Xm+i ^ M ; 

d'où par le lemme [331 

Irr{xm+2, M, X) = X^ - Xm ■ 
Ceci implique en particulier que [M{xm+2) '■ M] = 4 et l'on a la tour 

M < M{xm+i) < M{xm+2) < 
qui contredit la galsimplicité de E^^/ M. □ 



4. Extensions galsimples non galoisiennes 

Nous utiliserons les résultats de cette section pour mettre en évidence le rôle 
central du corps d'intourabilité de toute extension finie. 

La proposition suivante, vraie quant à elle pour un degré quelconque, montre 
que la galsimplicité passe toujours au quotient. 

Proposition 4.1. Toute extension quotient propre d'une extension galsimple est 
galsimple non galoisienne. Précisément : 

\/{L/K) VM K<M<L (M/'XK). 

Démonstration. La galsimplicité de L/K interdit que l'extension quotient propre 
M/K soit galoisienne. Et elle est nécessairement galsimple car s'il existait un 
corps F tel que K <\ F < M, on en déduirait K < F < L : contradiction. □ 

Prouvons maintenant qu'il y a transitivité de la galsimplicité non galoisienne. 

Proposition 4.2. Pour toute tour de corps Fq < Fi < F2, le fait que les exten- 
sions Fil Fq et F2/F1 soient galsimples non galoisiennes implique qu'il en est de 
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même de l'extension F2/FQ. Précisément, dans nos notations (cf. Chap. 2, Not. 
1.9) : 

( (Fi/^\Fo) , {F2/\F^) ) (F2/\Fo) . 

Démonstration. On sait déjà que l'extension F2/F0 n'est pas galoisienne, sans 
quoi l'on aurait la sous-extension galoisienne F2/'Fi. Raisonnons par l'absurde 
en supposant que l'extension -F2/F0 ne soit pas galsimple. Comme elle n'est pas 
triviale puisque Fi/Fq (et F2/F1) ne l'est pas, cela signifie qu'il existe un corps 
intermédiaire M tel que 

Fo < M < F2 . 

En translatant alors l'extension galoisienne M y Fq par l'extension Fi/Fq, on 
obtient l'extension galoisienne MFi/Fi, et donc 

Fi < MFi < F2 . 

Comme l'extension {F2/\Fi) est galsimple non galoisienne, son extension ga- 
loisienne quotient (MFi/Fi) est nécessairement triviale : 

MFi = Fi i.e. M <Fi . 

De sorte que l'on a la tour 

Fo < M < Fi . 

Comme l'extension Fi/Fq est galsimple, on a donc M = Fi. Et finalement 
l'extension {M y Fq) = {Fi/^Fq) est galoisienne : contradiction. □ 

La proposition 14.31 suivante fournit une classe infinie d'extensions galsimples 
non galoisiennes immédiatement utilisables car sur le corps Q des nombres ra- 
tionnels. Nous nous en servirons dans les exemples du chapitre 6. 

Rappelons d'abord le critère d'irréductibilité des polynômes X" — a que nous 
utiliserons également au chapitre 6 

Theorem. p.297, Th. 9.1] 

Let K be a field and n > 2 an integer. Let a E K , a ^ 0. Assume that for ail 
prime numbers p such that p\n we have a ^ K^, and if then a ^ —4K^. Then 
X'^ — a is irreducible in K[X]. 

Proposition 4.3. Soit L = Q(a)/Q une extension radicale où a"' = a E Q avec 

(1) a positif : a G Q+, et n>3 impair, 

(2) pour tout diviseur d de n : d \ n, a ^ Q'^. 

Alors l'extension L/Q est galsimple non galoisienne. 

Démonstration. D'après le théorème précédent, le polynôme X" — a est irré- 
ductible sur Q, d'où X" — a = Irr{a,Q, L) et [L : Q] = n. Soit alors / un 
corps intermédiaire entre Q et L. D'après la proposition de la démonstration de 
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l'exemple 1.10 du chapitre 2, il existe nécessairement un diviseur 5 de n tel que 
I — QiP) avec (3^ — a. Raisonnons par l'absurde en supposant que J/Q soit une 
extension galoisienne non triviale : //"Q, [/ : Q] > 2. Le polynôme — a est 
aussi irréductible sur Q car 

d\S d\n a^Q'^ 

et le critère d'irréductibilité s'applique. Donc — a = Irr{(3,Q, X) et 

2 < [/ : Q] = 5 I n impair. 

Or dire que / — Q(a^/^)/Q est galoisienne implique que fxs Q I- 

L = Q(a) 




FiG. 25. Galsimplicité de Q{o}/'^)/Q contredite 

Et on sait que [Q(a*5) : Q] = ^{5) on2 <5 impair est divisible par un nombre 
premier impair p. Il en résulte que l'entier pair p — 1 divise [/ : Q] impair : 
contradiction. Il est donc prouvé que I//Q est galsimple. □ 



Chapitre 6 
THÉORÈME M 



Ce chapitre 6 détaille un résultat non publié de Richard Massy (confer re- 
merciements) que nous sommes convenus d'appeler le "théorème M" |^(Sect. 1). 
Ce théorème M est la clef de la généralisation à toutes les extensions finies des 
théorèmes de dissociation précédents pour les extensions galtourables. Il découvre 
qu'à toute extension finie L/K est attachée un invariant unique, son "corps d'in- 
tourabilité M {L/K)" qui est un corps intermédiaire au-delà duquel l'extension 
n'est plus galtourable. Le rôle central du corps d'intourabilité M{L/K) est mis 
en lumière section 2 : il dissocie l'extension L/K en une extension quotient gal- 
tourable maximale M{L/ K)/'K et une sous-extension d'intourabilité maximale 
L/M{L/K\ ou bien triviale, ou bien galsimple non galoisienne. Dans la dernière 
section, nous réalisons tous les corps cyclotomiques Q(Cn) comme corps d'intou- 
rabilité d'une classe infinie d'extensions -L/Q avec L/Q(^„) galsimple, donc non 
triviale, et non galoisienne : (i^/\Q(Cn)) (cf. Chap.2, Not. 1.9). 



1. Quatrième théorème de dissociation 

Il s'agit ici d'énoncer et de prouver le résultat central suivant pour généraliser 
les théorèmes de dissociation du chapitre 4, qui se limitaient au cas galtourable. 

Théorème 1.1. (^4^'"<^ théorème de dissociation, dit "Théorème M ") 

Pour toute extension finie L/K , il existe un corps intermédiaire M et un seul 

entre K et L, vérifiant à la fois les deux propriétés suivantes : 

(1) L'extension M/K est galtourable ; 

(2) La sous- extension L/M est soit triviale, soit galsimple non galoisienne. 

Scholie. Dans nos notations (Chap. 2, Not. 1.9), ce théorème M se symbolise 
comme suit : 

\JL/K [L : < cx) , 3! M K <M <L {M/K , L = M ou {L/\M)) . 

Démonstration. Existence. Le théorème est trivial pour L = K car K /K im- 
plique K/K (Chap.2, Déf.1.4, Scholie (2)). Procédons par récurrence sur n : = 
[L : i^] > 2 en supposant l'existence d'un corps intermédiaire de l'énoncé pour 
toute extension de degré < n — 1. Deux cas se présentent : 



plutôt que l'ambigu jeu de mots "corps de Massy" ! 

121 



122 6. THÉORÈME M 

- Ou bien L/K est galsimple. Si elle est galoisienne (resp. non galoisienne) M — L 
(resp. M = K) convient. 

- Ou bien L/K n'est pas galsimple. Comme elle n'est pas triviale, cela signifie 
par définition (Chap. 2, Déf. 1.6.(2)) qu'il existe un corps Ki tel que 

K <\Ki<L . 

En particulier [L : K]\ < n — 1 et l'hypothèse de récurrence s'applique : il existe 
un corps M tel que 

{M /Kl , L = M ou (L/\M)) . 

Or Ki/K est galtourable en tant qu'extension galoisienne, donc par le Fait 2.7 
du chapitre 2, 

{K,/K , M/K^) ^ (M/K) ; 
et le corps M remplit les conditions de l'énoncé. 

Unicité. Soit M' un autre corps intermédiaire entre K et L satisfaisant les 
deux conditions de l'énoncé. Comme la translatée d'une extension galtourable 
est toujours une extension galtourable (cf. Chap. 2, Cor 2.4 ou Th. 2.3), avoir 
M/K galtourable implique que l'extension MM' /M' est galtourable. 

L 



MM' 



M' 



K 

FiG. 26. Translatée de M/K par M' 

Considérons une tour galoisienne (F) de MM' /M' 

(F) M' = Fo < • • • < Fi < • • • < F„ = MM' , 

et sa tour stricte associée (F<) (qui existe même pour une extension triviale : 
cf. Chap. 3, remarque. 2.2.(1)). D'après le corollaire 2.6 du chapitre 3, cette tour 
stricte associée (F<) est nécessairement galoisienne : 

(F<) M' = F<o < • • • < F<^- < • • • < F<^ = MM' . 
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Supposons que l'on ait h > 1 de sorte que 

M' < F<i < MM' < L . 

En particulier L ^ M', d'où (L/^\M') par définition de M' . Mais alors, on 
ne peut avoir M' < F<i < L par la galsimplicité de L/M\ ni F<i = L puisque 
L/M' n'est pas galoisienne. La seule possibilité est donc que /i = 0, autrement 
dit MM' = M' i.e. M < M'. En échangeant les rôles de M et M', on prouve de 
même que M' < M, et finalement M = M' . □ 

Remarque 1.2. Nous venons de démontrer que toute extension finie se disso- 
cie en une extension galtourable et, éventuellement, une extension galsimple. Le 
théorème M justifie donc à lui seul l'introduction de la galtourabilité et de la 
galsimplicité. 

Définition 1.3. Dans les notations du théorème M (Th. 11.11) précédent, nous 
appelons M = M{L/K) "Le corps d'intourabilité de L/K" . 

Corollaire 1.4. Une extension finie L/ K est galtourable si et seulement si son 
corps d'intourabilité coïncide avec son corps sommet. Autrement dit, on a l'équi- 
valence 

{L/K) ^ M{L/K) = L . 
En particulier, on a toujours l'égalité M{M{L/ K)/K) = M{L/K). 

Démonstration. Si L/K est galtourable, le corps L lui-même vérifie les deux 
conditions du théorème ll.li Par unicité du corps d'intourabilité, on en déduit 
M{L/K) = L. Inversement dans ce cas, L/K est galtourable puisqu'il en est 
ainsi de M{L/K)/K par définition. □ 

Exemple 1.5. Dans les notations 3.1 du chapitre 5; 

neN 

il n'existe pas de corps intermédiaire entre Eq et E^o tel que les conditions (1) et 
(2) du théorème 11.11 soient vérifiées. 



Démonstration. C'est clair d'après le Fait 3.4 du chapitre 5. 



□ 
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2. Le rôle central du corps d'intourabilitê 

Nous allons prouver que le corps d'intourabilitê du théorème M commande 
la galtourabilité (resp. l'intourabilité) des extensions quotients (resp. des sous- 
extensions) de toute extension finie en induisant deux maximalités déterminantes. 

Proposition & Définition 2.1. Soient L/K une extension finie et M{L/K) 
son corps d'intourabilitê (Déf. \1.3\) . 

(1) Pour toute extension quotient galtourahle F/^K de L/ K : K < F < L, on 
a nécessairement F < M{L/K). 

(2) L'extension galtourahle M{L/K)/^K est maximale dans l'ensemble des 
extensions quotients galtourables de L/K muni de la relation d'ordre du (1) du 
lemme 2.3 du chapitre 1. 

(3) L'extension M{L/K)yK est la seule extension quotient de L/K vérifiant 
la maximalité du (2). 

Nous appelons M{L/K)yK "l'extension quotient galtourable maximale de 
L/K. " 

Démonstration. Posons M := M (L/K). 

(1) Soit F/'K une extension quotient galtourable de L/K. D'après le corollaire 
2.4 du chapitre 2, l'extension FM y M est également galtourable. Elle admet ainsi 
une tour galoisienne que l'on peut supposer stricte (Chap. 3, Cor. 2.6) : 

M = Fo<---<F„ = FM. 

Raisonnons par l'absurde en supposant M ^ FM. Dès lors on a n > 1, et en 
particulier M < Fi < L. L'extension L/M est donc non triviale. C'est qu'elle est 
galsimple non galoisienne en vertu du théorème M. Or avoir Fi = L contredit le 
fait que L/M est non galoisienne, et avoir Fi ^ L contredit la galsimplicité de 
L/M. Ceci prouve que nécessairement M = FM, i.e. F < M. 

(2) Pour toute extension quotient galtourable FyK, on a F < M d'après le (1) 
précédent, ce qui signifie, par définition de la relation d'ordre, que 

(F^K) < {M/K) . 

(3) Si {M' Z' K) est une extension quotient galtourable maximale de L/K, on 
a M' < M d'après le (1), i.e. {M'/K) < (M/K), d'où M' = M par la 
maximalité de M' /'K. □ 

La proposition suivante induira la notion de "tour d'élévation" du chapitre 7 
final. 
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Proposition 2.2. Soit L/K une extension finie. Pour tout corps intermédiaire 
F : K < F < L, le corps d'intourabilité de l'extension quotient F/K est inclus 
dans celui de l'extension L/K. Précisément : 

M{F/K) < F n M{L/K) . 

Démonstration. L'extension M{F/K)yK est galtourable (Th. Il.ip . D'après le 
(1) de la proposition & définition 12.11 on a donc nécessairement 

M{F/K) < M{L/K) . 




Proposition Définition 2.3. Soient L/K une extension finie et M{L/K) 
son corps d'intourabilité (Déf. \1.3\) . 

(0) Nous appelons "sous- extension d'intourabilité de L/K" toute sous- extension 
L/ F , K < F < L, ou bien triviale : L = F, ou bien galsimple non galoisienne : 
{Ly<\F). 

(1) Pour toute sous- extension d'intourabilité L/ F de L/K, on a nécessairement 
M[L/K) < F. 

(2) L'extension {L/M{L/K)) est maximale dans l'ensemble des sous- extensions 
d'intourabilité de L/K muni de la relation d'ordre du (1) du lemme 2.3 du cha- 
pitre L 
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(3) L'extension {L/M{L/ K)) est la seule sous- extension d'intourabilité de L/K 
vérifiant la maximalité du (2). 

Nous appelons {L/M{L/K)) "la sous- extension d'intourabilité maximale de 
L/K ". 

Démonstration. (1) Soit L/ F une sous-extension d'intourabilité de L/K. Quand 
F = L, le résultat est trivial. Supposons F ^ L. D'après le (0), c'est donc que 
L/F est une extension galsimple non galoisienne : {L/\F). Distinguons alors 
deux cas. 

- Si F est égal au corps d'intourabilité de F/K, on déduit du théorème M (Th. 
Il.ip dans L/K que 

{{F = M{F/K)/K) , {L/^\F)) F = M{L/K) , 

et l'on a le résultat voulu. 

- Si F 7^ M{F/K), on a l'extension galsimple non galoisienne {F/\M{F/K))^ 
et par la proposition 4.2 du chapitre 5 : 

({F/\M{F/K)) , {l/\M{F/K)) . 

On en déduit, une fois encore par le théorème M, que 

[{M{F/K)/K) , {L/\M{F/K))) M{L/K) = M{F/K) < F . 

(2) Soit L/F une sous-extension d'intourabilité de L/K. D'après le (1), on a 
M{L/K) < F, ce qui signifie (L/F) < {L/M{L/K)). 

(3) Si L/M' est une sous-extension d'intourabilité maximale de L/K^ on déduit 
du (1) que M{L/K) < M', le. {L/M') < {L/M{L/K)), d'où M' = M{L/K) par 
la maximalité de L/M' . □ 

Définition 2.4. Soient L/K une extension finie et M{L/K) son corps d'intou- 
rabilité. 

(1) Nous appelons "degré de galtourabilité de L/K" , et nous notons [L : K]gai, le 
degré de l'extension quotient galtourable maximale de L/K (Prop. & Déf. 12. ip : 

[L : K]gai := [M{L/K) : K] . 

(2) Nous appelons "degré d'intourabilité de L/K", et nous notons [L : K]int, le 
degré de la sous-extension d'intourabilité maximale de L/K (Prop. & Déf. 12. 3p : 

[L : KU := [L : M{L/K)] . 

(3) Nous appelons "degré de tourabilité de L/K", et nous notons [L : K]tour, le 
couple d'entiers formé par le degré de galtourabilité et le degré d'intourabilité de 



L/K 
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[L : K]tour ■■= {[L : K]gaiAL ■■ KU) . 
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3. Exemples de corps d'intourabilité 

Nous avons déjà exhibé une classe infinie d'extensions simples non galoisiennes 
Q(^)/Q oùn>3et^"-^-l = (Chap. 2, Ex. l.lO.(iii)). Ceci prouve en 
particulier que : 

Proposition 3.1. Tout entier naturel distinct de et 2 est un degré d'intoura- 
bilité (Déf. 2.4.(2)). 

Scholie. Une extension quadratique étant nécessairement galoisienne, 2 est exclu. 

Cependant, le corps d'intourabilité des extensions induites par les polynômes 
6^" — 6* — 1 = est toujours égal à Q. Dans cette section, nous exhibons une classe 
infinie d'extensions finies ori les extensions quotients galtourables maximales, ainsi 
que les sous-extensions d'intourabilité maximales, sont non triviales. 

Nous utiliserons le Fait élémentaire suivant, dans lequel une racine primitive 
j^eme l'unité cst uotéc génériquement (i, (z/ G N \ {0}). 

Fait 3.2. Pour tout couple d'entiers {m,n) premiers entre eux, on a le parallé- 
logramme galoisien cyclotomique 

[Q,Q(Cm),Q(C™n),Q(Cn)] . 

Démonstration. Écrivons m = pl^ ... p^'' et n = ... gf' où les pi et les qj sont 
deux à deux étrangers. La décomposition en facteurs premier de mn est donc 
mn = pl^ ... p^'/ql^ . . . ql% et d'après [H, p. 74, Th. 2] 

Q(C-n) = Q(Cp^) . . . Q(Cp-) Q(Qi) . . . Q(QO 

= Q(Cm) Q(Cn) . 

De plus 

Q(Cm) n Q(Cn) = Q im P-11] ou m P-75]) . 

D'où la conclusion. □ 

Lemme 3.3. Soient deux entiers d et n tels que 

d>2, 4:\ d , n> 1 , pgcd{d, n) = 1 . 

Notons En '■= Q(Cra) n^'^^ corps cyclotomique sur Q. Pour tout nombre premier 
l & N ne divisant pas n et tout p ^ C tel que p'^ = l, le polynôme minimal de p 
sur En est X'^ — / et En{p)/ En est de degré d : 

Irr{p, En, X) = X''-l, [En{p) : En] = d . 
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Démonstration. Soit q l'un quelconque des nombres premiers divisant d {> 2). 
Raisonnons par l'absurde en supposant que / G E^, i.e. / = avec e„ G En- A 
fortiori pour les idéaux engendrés dans l'anneau 1\C,n\ des entiers de E^ 

/Z[C„] = (e„Z[C]r, 
de sorte que, pour tout idéal premier V de 

ordp(/Z[Cn]) = gordp(e„Z[C„]) , 

d'où ordp(e„ Z[(^„]) > 0. L'idéal e„Z[(^„] est donc entier, et se décompose en 
idéaux premiers dans l'anneau de Dedekind Z[^„] 

e„Z[C„] =q3r ••• ^r"- , v,>Q (î = l,...,r). 

On en déduit 

lZ[Q='^r ...W , ^.>0 (z = l,...,r) 

avec q > 2. Ceci exprime que /Z se ramifie dans i?„. D'après \24l p. 74, Th. 
2], ceci implique l \ n : contradiction. C'est donc que, pour tout q divisant d, 
l ^ E'^. Comme 4 \ d, on déduit alors du critère d'irréductibilité rappelé avant 
la proposition 4.3 du chapitre 5 que X'^ — l est irréductible dans D'où la 

conclusion. □ 

Remarque 3.4. Une autre démonstration du Lemme [3731 est d'utiliser la galsim- 
plicité de Q(p)/Q (cf. Chap. 5, Prop. 4.3). 

On en déduit le 

Fait 3.5. Dans les notations du lemme ïST^ supposons de plus que d soit impair. 
Pour tout entier 5 ^ d divisant d : 5 \ d, on a 

n ErXp^) = 1 

quel que soit le nombre premier p divisant | : p \ |. En particulier, pour tout entier 
ô' , multiple de 6, distinct de ô et divisant d : ô' \ d, l'extension {En{p^) / En{p^' )) 
n'est pas galoisienne. 

Démonstration. Prouvons d'abord le résultat pour 5=1. Raisonnons par l'ab- 
surde en supposant que Pp fl En{p) ^ 1. Comme pgcd{d,n) = 1 (cf. lemme [373|1 . 
p ne divise pas n, et par le Fait 13.21 on a le parallélogramme galoisien 

[Q, Q(Cn), Q(Cpn), Q(Cp)] (cf. FiG. 28) . 

Or [En{p) : En] = d par lemme [3731 précédent tandis que 

[Q(Cp„):K] = [Q(Cp):Q]=p-l. 
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E„(P) 




FIG. 28. Parallélogramme [Q,Q{Cn),Q{Cpn),QiCp)] 



Mais alors p — 1 pair divise d impair : absurde. Ceci prouve l'égalité fip fl En{p) = 
1. Soit maintenant ô' un entier différent de 1 divisant d : 1 ô' \ d. Appliquons 
le lemme [331 à ^ et p^' : comme {p^')'^ = p^ = l, on a 

On déduit alors de [En{p^) : -En] = d, que 

[E„(p) : = 5' . 

Il en résulte que le polynôme minimal de p sur En{p^') est : 

S'-l 

Irr{p, E4p''),X) = X'' - / = - ^ P) ■ 

j=0 

Avoir En{p^)/En{p^') galoisienne impliquerait donc que ^5' G En{p^), et a fortiori 
que G En{p^) pour tout nombre premier p divisant ô' ^ 1 : contradiction 
d'après ce qui précède puisque par définition ô' divise d. Il est donc prouvé que 
En{p^) \En{p^') pour le cas 5 = 1. 

Soit enfin ô un entier différent de d divisant d : d ^ ô \ d. Posons 

P:=p , r:=-, ô := - . 



Clairement 
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De plus 5' ^ 5 i.e. 5" 7^ 1 et 5" divise r car 5' divise d. On peut donc appliquer 
le résultat précédent pour 5 = 1 avec la substitution 

(dp 5' \ 
\r P ô" ) 

qui nous dit que l'extension 

{E„.{P)/E4P'")) = {E„.{p')/E„.{/)) 
n'est pas galoisienne. □ 



Nous sommes maintenant en mesure de prouver le 

Théorème 3.6. Pour tous entiers : d > 3 impair et n > 1, tels que l'on ait 
pgcd{d,n) = 1, le couple {ip{n),d) (où ip désigne l'indicateur d'Euler) est un 
degré de tourabilité (Déf. \2.4\ )- 

Scholie . Cet énoncé sera amélioré au théorème 13.81 (cf. infra). 

Démonstration. Comme dans le Fait 13.51 on se place dans les notations du lemme 
13. 3[ Décomposons d en produit de nombres premiers Pi non nécessairement dis- 

k 

tincts : (i = n Pi , et posons 

i=0 

m—l 

VmG + àm:=d/Ç[[p,) , := E^{p'-) . 

j=0 

Prouvons, par récurrence finie sur m, que pour tout entier dans {1, . . . ,k + 1} 
l'extension L^/En est galsimple non galoisienne : 

Pour m = 1, on déduit directement du Fait 13.51 appliqué avec 5' = d que l'exten- 
sion Li := En{p^^) / En n'est pas galoisienne. De plus, comme {p^'^y° = p'^ = l, on 
sait par le lemme [3^31 que 

[Li : En] = po , 

de sorte que Li/En est une extension simple (Chap. 2, Ex. l.lO.(iii)), donc gal- 
simple. Supposons maintenant le résultat vrai pour m G {1, . . . , A;} et démontrons 
le pour m + 1. Par définition 

Pm ^m+l • 

D'autre part, en vertu du lemme [331 à nouveau 

[Lm = Enip'-) ■.En] = ^. 

On en déduit 

[Lm+l • En] = PmT~ ; 
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et 

[Lm+l ■ = Pm ■ 

Ceci prouve que l'extension L^+i/Lm est simple, donc galsimple. Et d'après le 
Fait 13.51 elle est non galoisienne : 

De plus, par l'hypothèse de récurrence, on a {Lm/^\En). D'après la proposition 
4.2 du chapitre 5, on en déduit l'extension galsimple non galoisienne (L^+i /\-Kn) 
Ceci achève le raisonnement par récurrence. 

En particulier pour m = + 1, on a prouvé que l'extension (i?„(p)/i?„) est 
galsimple non galoisienne. Finalement, comme l'extension En = Q(Cn)/Q est 
galoisienne, donc galtourable, il résulte du théorème M (Th. Il.ip que l'extension 
{En{p)/En) est de degré de tourabilité {ip{n),d). □ 



Pour généraliser le théorème 13.61 précédent, rappelons que 
Proposition 3.7. [H AVII.61, 5)] 

Soit G un groupe commutatif fini. Pour tout entier q diviseur de l'ordre de G : 
q \ \G\, il existe un sous-groupe de G d'ordre q. 



Théorème 3.8. Pour tous entiers : d > 3 impair et n > 1, tels que l'on ait 
pgcd{d,n) = 1, le couple {n,d) est un degré de tourabilité. 

Démonstration. Comme pgcd{d, n^) = 1, on sait par le théorème 13.61 que le couple 
est un degré de tourabilité. Précisément, le corps cyclotomique Erfi = 
Q(Cn2) est le corps d'intourabilité de l'extension (£'„2(p)/Q) où p"^ = l est un 
nombre premier ne divisant pas n (lemme lXSl) . Retenons en particulier que 

(E„2(p)/\E„2) , [E„2(p) ■.En2]=d. 

Par ailleurs, il résulte directement de la formule explicitant l'indicateur d'Euler 
que n divise v^(n^). Appliquons la proposition 13. 71 au groupe abélien Gal{En2/Q) : 
comme n divise son ordre v^(n^), il existe un sous-groupe H d'ordre ip{n^)/n : 

\Gal(En2/Q)\ = =\H\ n. 

n 

Considérons alors le corps des invariants dans En2 de H : En := E^2. Par le 
théorème d'Artin, Gal{En2 / En) = H, d'où 

\En2 : Ql n \ H \ 

et l'extension En/Q est galtourable (puisqu'elle est abélienne!). En adjoignant 
p à En, nous allons prouver que l'extension F„(p)/Q est de degré de tourabilité 
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égal à {n,d). En translatant l'extension galoisienne En^yF^ par Fn{p)/Fn , nous 
obtenons l'extension galoisienne £^„2(p)/'F„(p) avec 

GaliEM/Fn{p)) GaliE^./iFM n KO) 
(cf. Chap. 2, Th. 2.1). On en déduit en particulier l'inégalité 

[E^2{p):F^{p)]<[E^2:F^]. 

E„.(p) 



Fn(P) 



FiG. 29. {n,d) degré de tourabilité 



Or 

[EM ■■ EnA[En^ ■■ Fn] = [^2 (p) 1 F„] = ^^(p) 1 F„(p)][F„(p) : F„] . 

L'inégalité précédente oblige donc à avoir 

[En^ip) : Er,2] < [Fn{p) : F„] . 

Mais p annule le polynôme X'^ — / G i^^jX] ; donc [Fn{p) : Fn] < d. Comme on a 
rappelé que [En^lp) : E^^] = d, ceci prouve que 

[F„{p) ■.Fn]^d. 

Par ailleurs, 

\F (n\-F(n\} '^^n<p):Fn] [E^ : F.] (p) : F„] .p.p. 



[Fn{p) : Fn 



d 



[EM:En2] 



Mais aussi 



[EM : FM] = [£;„2 : F„(p) n £;„2] . 



Il en résulte donc que 



Fn{p)nEn2^Fn . 
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Montrons maintenant que l'extension Fn{p)/Fn est galsimple. Supposons qu'il 
existe un corps intermédiaire N galoisien sur F„ : 

Fn<N< FM . 

En translatant l'extension galoisienne N/^Fn par E^i/Fn, on obtient l'extension 
galoisienne N /"En^ qui est un quotient de l'extension galsimple non galoi- 
sienne (En^lp) /\En^) (cf. supra). Par conséquent 

r NE^2=E^2{p) 
E^2 < N E^2 < E^2{p) ^ l ou 

[ -B„2 = N En2 

Mais on ne peut avoir N En2 — E^2[p) puisque En2{p) n'est pas galoisien sur £'„2. 
C'est donc que £'„2 = N En2, i.e. N < £^„2. Ainsi 

Fn<N^NnE^2< FM n E^2 = F„ , 

d'oii N — Fn, ce qui établit la galsimplicité de Fn{p)/Fn. De plus, si Fn{p)/Fn 
était galoisienne, il en serait de même, par translation avec En2/Fn, de l'extension 
En'2{p)\En2 : contradiction. Finalement, Fn{p)/Fn est galsimple non galoisienne : 
{Fn{p)/\Fn), ce qui prouve que l'extension Fn(p)/Q est degré de tourabilité 
{n,d). □ 



Chapitre 7 



TOURS D 'ÉLÉ VA TION E T 
DISSOCIATION DES EXTENSIONS FINIES 



Grâce au théorème M, détaillé au chapitre précédent, nous sommes en mesure 
de généraliser aux extensions finies quelconques les analogues aux théorèmes de 
Schreier et de Jordan-Hôlder du chapitre 4 pour les extensions galtourables. Nous 
allons voir, grâce â la notion de tour d'élévation, que des définitions tout â fait 
canoniques conduisent à des énoncés très similaires, bien que leurs démonstrations 
soient diff'érentes. 



1. Tours d'élévation 

Théorème & Définition 1.1. (dit "de la tour d'élévatiot^") 
Soit L/K une extension finie quelconque. Toute tour 

{F) K = Fo<F^<---<F,<---<F^ = L 

de L/K induit une tour galtourable (cf. Chap. 2, Déf. 1.5) constituée des corps 
d'intourahilité (Chap. 6, Déf. 1.3) sur K de chacun des corps de (F) : 

(M) K = Mo:= M{Fo/K) ^ Mi := M{Fi/K) ^ ■ ■ ■ ^ Mi := M{Fi/K) ^ . . . 

■■■^Mm:= MiFrrjK) = M{L/K) . 

Nous appelons la tour (M) "la tour d'élévation de M{L/K)/K associée à la 
tour (F) ", et la notons 

{M) = {Sl[M{L/K)^K, (F)]). 

Nous disons en abrégé que "(E) est une tour d'élévation de M{L/K)" si et 
seulement s'il existe une tour (F) de L/ K telle que (E) = {Sl[M{L/K)/^K, (F)]). 

Démonstration. D'après la proposition 2.2 du chapitre 6, on a 

M{F,_JK) < n M{F,/K) = 1, . . . , m) 

et donc Mj_i < Mj (z = 1, . . . , m). Or les extensions M^/ K étant galtourables, 
il en est de même des sous-extensions Mi/Mi_i {i = 1, . . . ,m) en vertu de la 
proposition 2.9 du chapitre 2. D'où la conclusion. □ 



^ Le dictionnaire Le Robert donne la définition suivante : Élévation, o Géom. Projection 
sur un plan vertical parallèlement à une des faces de l'objet. On peut considérer que c'est ce 
qu'évoque la figure 30. 
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M(F„_,/K) 




M(F,,/K)-^^ 




M(F„/K) = F„=K 
FiG. 30. Tour d'élévation de M{L/K) associée à (F) 

Nous voulons ensuite introduire, à partir de la définition précédente, les tours 
d'élévation de l'extension L/K elle-même, et plus seulement de son extension 
quotient galtourable maximale M{L/K)yK. On sait, par le théorème M, que 
la sous-extension L/M{L/K) peut être ou bien triviale, ou bien galsimple non 
galoisienne. Cette alternative pose une difficulté : rajouter systématiquement le 
corps L à une tour de M{L/K)/'K, c'est le répéter lorsque l'extension L/K est 
galtourable. Or une telle répétition rend impossible l'obtention de tours strictes, 
et par suite de tours de composition. Nous évitons cet écueil par la définition 
suivante 
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Définition 1.2. Soient L/K une extension et M un corps intermédiaire entre K 
et L : K < M < L. Soit de plus 

(E) K = Eo<Ei<--- <Em = M 

une tour de M/ K. Nous appelons "tour de L/K induite par (-K)", et nous notons 

m — L) 

la tour de L/K définie de la façon suivante 



m L) 



(E) si M = L 

K = Eo<Ei<---<E^ = M<L siM^L ' 



Définition 1.3. Soient L/K une extension finie et 

(F) K = Fo<F,<---<F,n = L 

une tour quelconque de L/K. 

Nous appelons "tour d'élévation de L/K associée à (-F)", et nous notons 
{£l[L/ K, (F)]), la tour de L/K induite par la tour d'élévation associée à (F) 
de l'extension quotient galtourable maximale de L/K : 

{Sl[L/K, {F)]) := {{Sl[M{L/K)^K, {F)]) L) . 

Nous disons en abrégé que "(E) est une tour d'élévation de L/K", si et seule- 
ment s'il existe une tour (F) de L/K telle que {E) = {Sl[L/K, (F)]). 

Remarque 1.4. Les définitions 11 . Il et [Ql coïncident lorsque l'extension L/K est 
galtourable. En particulier, il résulte du Th. & Déf. Il.ll que toute tour d'élévation 
d'une extension L/K galtourable est galtourable. 

Tirons des définitions précédentes les résultats directs suivants 
Fait 1.5. Dans les notations de la définition \l.S\, on a l'équivalence 
(E) stricte <^==^ {{E) --^ L) stricte. 

Démonstration. Le résultat est évident si M = L. Si M 7^ L, il est immédiat 
puisque la dernière marche de {{E) L) est toujours non triviale. □ 



Proposition 1.6. Soit L/K une extension (galtourable) finie. Pour toute tour 
galtourable (T) de L/K, la tour d'élévation de L/K associée à (T) est égale à 
(T) : 

{Sl[L/K, (T)]) = (T) . 



138 7. TOURS D'ÉLÉVATION ET DISSOCIATION DES EXTENSIONS FINIES 

Démonstration. Notons 

(T) if = To ^ Ti ^ • ■ • ^ T, ^ • ■ ■ ^ = L 

une tour galtourable de L/K. Considérons les tours ratio (Chap. 3, Déf. 3.1.(2)) 

(T,) K = T,^T^^---^T, (r = 0,...,m) 

Ce sont des tours galtourables. D'après le corollaire 1.10 du chapitre 3, les ex- 
tensions Tr/K (r = 0, . . . , m) sont donc galtourables. Et l'on déduit du corollaire 
1.4 du chapitre 6 que 

Vr G {0, . . . , m} M{Tr/K) = % . 
D'où la conclusion. □ 

Lemme 1.7. Soient L/ K une extension quelconque et M un corps intermédiaire 
entre K et L : K < M < L. Pour tout entier r et toute tour 

(F) K = Fo<Fi<---<Fr = M 

de M/ K, on a l'égalité 

{ratriiF) L)) = (F) 

où {ratr{{F) Lj) désigne la tour ratio à l'indice r (cf. Chap. 3, Déf. 3.1.(2)) 
de la tour de L/K induite par (F) (Déf. \1.2\) . 

Démonstration. - Si M = L, ((F) — ^ L) = {F) et {ratr{F) = {F)) (cf. Chap. 3, 
Fait 3.2). 

-Si M ^ L, i.e. M < L, on a 

((F) —^L) K = Fo<Fi<---<Fr = M<L. 
Il en découle, par définition d'une tour ratio, que 

{ratr{{F) —^L)) K = F^ < F^ < ■ ■ ■ < F^ = M 
i.e. (rat,((F) — ^ L)) = {F). □ 



Le lemme précédent nous permet d'énoncer la proposition suivante, dont l'in- 
térêt est de faire passer d'une tour de M{L/K)/'K à une tour de L/K. 

Proposition 1.8. Soient L/K une extension finie et M[L/K) son corps d'in- 
tourabilité (Chap. 6, Déf. 1.3). Pour toute tour 

(E) K = Eo<E^<---<Ei<---< Em-i <Em = M{L/K) 

de l'extension quotient galtourable maximale de L/K, on a 

(E) = {ratUiE) L)) 

et 

{£l[M{L/K)/K, {infL{E))]) = {Sl[M{L/K)/K, (E)]) 
où {infL^E)) désigne la tour inflatée à L de (E) (cf. Chap. 3, Déf. 3.1.(3)). 
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Démonstration. La première égalité est immédiate en vertu du lemme [T?7l Et par 
définition d'une tour infiatée 

(inhiE)) K = Eo<Ei<---<Ei<---< E^-i < L . 

Par application directe du Th. &; Déf. 11.11 on en déduit la tour d'élévation de 
M{L/K)/K : 



{8l[M{L/K)/K, {tnfL{E))]) K = M{Eo/K) ^ M{Ei/K) ^ 



§ M{E^_JK) § M{L/K) . 



D'autre part, on a vu au corollaire 1.4 du chapitre 6 que 

M{M{L/K)/K) = M{L/K) . 

Pour obtenir l'égalité des tours d'élévation de l'énoncé, il suffit alors d'appliquer 
à nouveau le Th. &: Déf. 11.11 à la tour {E). □ 

Proposition 1.9. Soient L/ K une extension finie quelconque et 

(E) K = Eq < ■ ■ ■ < Ej < ■ ■ ■ < En = L 
une tour de L/K. On a l'équivalence : 

(E) est une tour d'élévation de L/K si et seulement si (E) est induite par une 
tour galtourable de M{L/K)/'K. 

Démonstration. Supposons que [E) soit une tour d'élévation de L/K. Par la 
définition 11.31 elle est induite par une tour (M) d'élévation de M{L/K)/'K; 
autrement dit il existe une tour (F) de L/K telle que (M) soit la tour d'élévation 
de M{L/K)/K associée à (F). Et l'on a vu au Th. & Déf.Oque (M) est une 
tour galtourable. 

Inversement, supposons que {E) soit induite par une tour galtourable (T) de 
M{L/K)/K : {E) = ((T) --^ L). D'après la proposition O 

{T) = {Sl[M{L/K)^K, (T)]), 

et par la proposition 11.81 

{Sl[M{L/K)^K, (T)]) = {Sl[M{L/K)^K, {znh{T))]) . 

Finalement 

(E) = {£l[M{L/K)/K, itnhim) L) 

= {Sl[L/K, {tnhiT))]) 
(cf. Déf.Ol). n 



Prouvons enfin le résultat suivant. 
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Proposition 1.10. Soient L/K une extension finie, et {F) une tour stricte de 
L/K telle que la tour d'élévation {Sl[L/K, (F)]) de L/K associée à (F) soit une 
tour stricte. Alors, tout rajfinement galoisien strict de {Sl[L/K, [F)]) est encore 
une tour d'élévation de L/K. 

Démonstration. Distinguons deux cas. 

(1) M{L/K) = L. Il résulte directement des définitions 11.31 fc 11.21 que la tour 
d'élévation de L/K associée à (F) est une tour galtourable de L/K. Par la pro- 
position 1.8 du chapitre 3, tout raffinement galoisien de celle-ci est encore une 
tour galtourable de L/K; et donc une tour d'élévation de L/K en vertu de la 
proposition 11.61 

(2) M{L/K) < L. Pour 

(F) K = Fo<---<F,<---<F^ = L, 

on a dans ce cas 

i£l[L/K, (F)]) K = Mo:= M{F^/K) ^ ■ ■ ■ ^ M, := M{F,/K) ^ . . . 

■ • • ^ := M{L/K) < M„+i := L . 

Soit (i?) un raffinement galoisien strict de {£l[L / K , {F)]) . D'après la définition 
1.3.(4) et la remarque 1.2.(2) du chapitre 3, il s'écrit 

{R) K = Ro<--- <Rj^= Mi<-- - <Rj <■■■ <Rj^ = Mi< ... 

■■■<Rj^ = Mm<---< Rj^+, = L 

où 

= jo < il < ■ ■ ■ < jm < jm+1 ■ 

D'autre part, il résulte de la proposition 3.6.(1) du chapitre 3 que la tour ratio 
de {R) à l'indice jV„ (Chap. 3, Déf. 3.1.(2)) 

(ratj^iR)) K = Rfi < ■■■ < Rj^= Ml < ■■■ < Rj < ... 

■■■<Rj^ = Mi<---<Rj^ = M^ = M{L/K) 

est un raffinement galoisien de la tour 

{ratr,,{£l[L/K, {F)])) K = ^ ■ ■ ■ ^ M, ^ ■ ■ ■ ^ = M{L/K) . 

Cette dernière étant galtourable, on déduit de la proposition 1.8 du chapitre 3 
que {ratj^{R)) est aussi une tour galtourable de M{L/K)yK. En vertu de la 
proposition 11.91 précédente, il suffit maintenant pour conclure de prouver que la 
tour (R) est induite par la tour galtourable {ratj^{R)). Raisonnons par l'absurde 
en supposant que cela ne soit pas le cas. Comme par définition on a l'implication 

Jm + 1 = Jm+1 ^ {R) = {{ratjjR)) L) , 
cela signifierait que 

Jm 

et le raffinement (R) étant strict, 

M{L/K) = R,^ < < R,^^, = L . 
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Il est de plus galoisien ; donc par la condition (RAFG) de la définition 1.3 du 
chapitre 3, on en déduirait que -Rj„+i est galoisien sur Rj^. Mais avoir 

M{L/K) < R,^^, < L 

contredit la galsimplicité de L/M{L/K) (cf. Théorème M du chapitre 6). □ 

2. Tour de composition et Théorèmes de dissociation 

Nous avons introduit au chapitre 4 la notion de "tour de composition galoi- 
sienne" d'une extension galtourable. Nous allons maintenant définir sa générali- 
sation à n'importe quelle extension finie. 

Définition 2.1. Soit L/K une extension finie quelconque. Nous appelons "tour 
de composition de L/K" toute tour d'élévation de L/K stricte qui n'admet aucun 
raffinement galoisien propre. 

Cette notion de tour de composition pour n'importe quelle extension finie gé- 
néralise celle de tour de composition galoisienne pour les extensions galtourables 
(Chap. 4, Sect. 1). En effet : 

Lemme 2.2. Soit L/'K une extension galtourable finie. Toute tour de compo- 
sition galoisienne de L/K est une tour de composition de L/K au sens de la 
définition \2.1\ précédente. 

Démonstration. Soit (T) une tour de composition galoisienne de L/K (Chap. 
4, Déf. 1.1.(1)). Il suffit de montrer que (T) est une tour d'élévation de L/K. 
Or (T) est a fortiori une tour galtourable ; donc par la proposition 11.61 (T) = 

{Sl[L/K,{T)]). □ 

Proposition 2.3. Soit L/'K une extension galtourable finie. L'ensemble non- 
vide des tours de composition galoisiennes de L/K est égal à l'ensemble des tours 
de composition de L/K au sens de la définition \2.1{ 

Démonstration. L'ensemble des tours de composition galoisiennes de L/K est 
non- vide en vertu du second théorème de dissociation (Chap. 4, Th. 4.2). Et par 
le lemme 12^21 il est inclus dans celui des tours de composition de L/i^ au sens de 
la définition ci-dessus. 

Prouvons l'autre inclusion en considérant une tour de composition (C) de L/K 
comme définie au 12. 1[ C'est en particulier une tour d'élévation de L/K, et elle 
est galtourable parce que L/K l'est (remarque 11.4p . Selon la proposition 1.9 du 
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chapitre 3, elle admet donc un raffinement galoisien {R) qui est une tour galoi- 
sienne. Or, en tant que tour de composition, (C) n'admet pas de raffinement 
galoisien propre. Ceci établit que le raffinement (R) de (C) est trivial (Chap. 
3, Déf. 1.3.(2)). De plus, (C) est stricte en tant que tour de composition. Par 
définition d'une tour stricte associée (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1), on en déduit 
que (C) = (-R<). Comme (R) est une tour galoisienne, le corollaire 2.6 du chapitre 
3 assure finalement que (C) est une tour de composition galoisienne. □ 

Nous avons donné une caractérisation des tours d'élévation (Prop. 11.91) ; nous 
sommes maintenant en mesure de faire de même pour les tours de composition. 

Proposition 2.4. Soient L/ K une extension finie et 

(C) K = Co<---<Ci<---<Crn = L 

une tour de L/K. On a l'équivalence : 

(C) est une tour de composition si et seulement si elle est induite par une tour 
de composition galoisienne de l'extension quotient galtourable maximale de L/K. 

Démonstration. Supposons que (C) soit une tour de composition de L/K. C'est 
une tour d'élévation de L/K, donc par la proposition 11.91 elle est induite par 
une tour galtourable (T) de M{L/K)yK. Montrons que (T) est en fait une tour 
de composition galoisienne de M{L/ K)/'K. D'après le Fait 11.51 elle est stricte. 
Notons r la hauteur de (T). D'après le lemme [T77l 

(T) = (rat,((T) L)) = (rat,(C)) . 

Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe un raffinement galoisien propre 
{R) de (T). D'après la proposition 3.7.(2) du chapitre 3, {reSr{C)) et {R) in- 
duisent un raffinement galoisien propre de (C) : contradiction, puisque (C) n'en 
admet pas. Finalement, (T) est une tour stricte sans aucun raffinement galoisien 
propre. C'est de plus une tour d'élévation d'après la proposition 11.61 puisqu'elle 
est galtourable. C'est donc bien une tour de composition de L/K. 

Réciproquement, supposons que (C) soit induite par une tour de composition 
galoisienne (T) de M{L/K)yK. D'après le Fait 11.51 (C) est stricte, tandis que 
par la proposition 11.91 c'est une tour d'élévation de L/K. Soit r la hauteur de 
(T). Raisonnons par l'absurde en supposant l'existence d'un raffinement galoisien 
propre de (C). Comme (T) n'admet pas de raffinement galoisien propre, on déduit 
alors du (1) de la proposition 3.7 du chapitre 3 qu'il existe un raffinement galoisien 
propre de la tour resteinte (reSr(C)). Or celle-ci est : 
- Ou bien la tour triviale (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1)) 

(reSriC)) M{L/K) = Fq = L 

lorsque L/K est galtourable. Mais cette tour triviale est une tour de composi- 
tion galoisienne (Chap. 4, Fait 1.2) et n'admet donc aucun raffinement galoisien 
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propre. 

- Ou bien la tour stricte 

(reSriC)) M{L/K) < L . 

Notons 

(R) M{L/K) = Ro< ■■■ < Rj < ■■■ < Rn = L 

son raffinement galoisien susmentionné. Par définition d'un raffinement propre 
(Chap. 3, Déf. & Conv. 1.1.(2)), l'ensemble {j e {1, . . . ,n - 1} \ Rq < Rj < Rn} 
est non vide, et l'on peut considérer son plus petit élément Jq. Alors, d'une part 
la minimalité de jo implique que Rj^-i = M{L/K), d'autre part la condition 
(RAFG) de définition d'un raffinement galoisien (Chap. 3, Déf. 1.3.(4)) conduit 
à 

M{L/K) = Rj.^i < R,, <Rn = L. 

Mais ceci contredit la galsimplicité de L/M{L/K) (Chap. 6, Th. 1.1). 

L'existence d'un raffinement galoisien propre de (C) est donc impossible, ce 
qui finit de prouver que (C) est une tour de composition de L/K au sens de la 
définition Eli □ 



Nous allons enfin pouvoir prouver les derniers théorèmes de dissociation qui 
sont les analogues pour les extensions finies quelconques des 1™ et 3*'™'' théorèmes 
de dissociation du chapitre 4 pour les extensions galtourables. Mais nous n'avons 
jusqu'ici défini l'équivalence de deux tours d'une même extension que lorsque ces 
tours sont galoisiennes. La définition suivante de l'équivalence de deux tours in- 
duites implique en particulier celle de l'équivalence de deux tours de composition 
non galoisiennes en vertu de la proposition 12.41 précédente. 

Définition 2.5. Soient L/K une extension finie quelconque, (T) et (T') deux 
tours galoisiennes de l'extension quotient galtourable maximale M{L/K)yK de 
L/K. Nous disons que les tours induites de L/K par (T) et (T') sont équivalentes 
si et seulement si les tours galoisiennes (T) et (T') le sont au sens de la définition 
1.1.(2) du chapitre 4 : 

((T) L) ~ ((T') L) S (T) ~ (T') . 
Théorème 2.6. (^5<=™<= théorème de dissociation) 

Deux tours d'élévation d'une même extension finie quelconque admettent des raf- 
finements galoisiens qui sont des tours d'élévation équivalentes de cette extension. 

Démonstration. Soient L/K une extension finie et (E^), (E^) deux tours d'élé- 
vation de L/K. Lorsque L/K est galtourable, il en est de même de (E^) et {E"^) 
par définition ; donc il suffit d'utiliser le l*"" théorème de dissociation bis (Chap. 
4, Th. 3.4) avec la proposition 11.61 
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Supposons désormais L/K non galtourable, i.e. telle que M{L/K) < L (Chap. 
6, Cor. 1.4). Les tours d'élévation (E^) et (E^) sont respectivement induites par 
des tours galtourables (T^) et (T^) de l'extension quotient galtourable maximale 
M{L/K)/K (cf. Déf. Oet Th. & Déf. O). En notant n = 1, 2) la hauteur 
de la tour 

(r) 

on a par le lemmme 11.71 

et donc 

{E') K = E}, 

Ceci permet d'appliquer le (2) de la proposition 3.6 du chapitre 3. 

- D'une part, la tour restreinte {reSrXE^)) est un raffinement galoisien d'elle- 
même en vertu du (2) de la remarque 1.4 du chapitre 3. 

- D'autre part, on sait par le théorème 3.4 du chapitre 4 que (T^) et (T^) ad- 
mettent des raffinements galoisiens (T'^) et (T'^) qui sont des tours galoisiennes 
équivalentes. 

On déduit alors de la proposition 3.6 précitée qu'il existe un raffinement galoi- 
sien de tel que 

{res,^^{E'^)) = {resrm) et {rat,^^{E'^)) = {T'^) . 

Par conséquent : 

{E'^) K = E'^<.. .<Ei = Ei,<. . .<El^ =El^ = M{L/K) < E'I^^, = K,^^, = L . 

En particulier (i?'*) est la tour de L/K induite par (T'*) 

{E'^) = {{T'^) L) (^ = 1,2). 

Comme {T'^) et (T'^) sont des tours galoisiennes, a fortiori galtourables, de 
M{L/K)yK, on déduit de la proposition 11.91 que les raffinements galoisiens 
{E'^) et {E'"^) sont des tours d'élévation de L/K. Enfin, elles sont équivalences 
au sens de la définition 12.51 puisqu'il en est ainsi de (T'^) et (T'^). □ 

Théorème 2.7. (^Q^"^^ théorème de dissociation) 
Soit L/K une extension finie quelconque. 

(1) Toute tour d'élévation stricte de L/K admet un raffinement galoisien qui est 
une tour de composition de L/K. 

(2) Deux tours de composition de L/K sont équivalentes. 

Démonstration. (1) Si L/K est galtourable, i.e. si L = M{L/K) (Chap. 6, Cor. 
1.4), toute tour d'élévation de L/K est galtourable puisque 

{£l[L/K, (F)]) = {Sl[M{L/K)/K, (F)]) (Th. k Déf. [TU). 



k = t^^...^t:^- 

[T) = {ratrXE')) 

= t^^...^ei^=t:^ = 



M{L/K) , 



MiL/K) < El^^, = L . 
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D'après le 3''™'' théorème de dissociation bis (Chap. 4, Th. 4.4.(1)), une tour d'élé- 
vation stricte de L/K admet donc un raffinement qui est une tour de composition 
galoisienne de L/K. Par le Fait 1.5.(2) du chapitre 3, ce raffinement est galoisien, 
et c'est une tour de composition de L/K en vertu de la proposition 12.31 

Plaçons-nous maintenant dans le cas nouveau où M{L/K) < L. Soit (E) une 
tour d'élévation stricte de L/K. Elle est induite par une tour d'élévation (T) de 
M{L/K)yK (Déf. 11.31 ) qui est stricte d'après le Fait 11.51 du présent chapitre, et 
galtourable (Th. & Déf. O) : 

(T) K = To§---^T,§---^Tr = M{L/K) ; 

d'où 

{E) = ((T) L) K = E^:=To^---^Er.= T,^... 

...^Er:=Tr = M{L/K) < E^+i := L . 

En particulier, par définition (Chap. 3, Déf. 3.1), 

(T) = {ratr{E)) 

et 

{reSriE)) Er = M {L/K) < E^+i = L . 

Nous allons raffiner les tours {ratr{E)) et {reSr{E)). D'une part, il est clair que 
{reSr{E)) est un raffinement galoisien de lui-même (Chap. 3, remarques 1.4.(2)). 
D'autre part (T) étant une tour galtourable stricte, on déduit du (1) du théorème 
4.4 du chapitre 4 que {ratr{E)) admet un raffinement galoisien (C) qui est une 
tour de composition galoisienne de M{L/K)yK. Il résulte alors du (2) de la 
proposition 3.6 du chapitre 3 qu'il existe un raffinement galoisien {E') de (E) tel 
que l'on ait à la fois 

{res,^{E')) = {reSr{E)) , {rat,^{E')) = (C) . 

Par conséquent, la tour {E') s'écrit 

(E') K = E'q = Cq < ■ ■ ■ < E'^_ = Cj^ = Ei < ■ ■ ■ < E'j = Cj < . . . 

■ ■ El = C,^ = Er = M{L/K) < El^, = Er+i = L . 

On constate en particulier que la tour {E') est induite par la tour de composition 
galoisienne (C) de M{L/K)/K : 

{E') = m L) . 

En vertu de la proposition [231 {E') est donc une tour de composition de L/K. □ 
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